Еще одно решение задачи Туэ.
Золотов Борис, 9 класс, Санкт-Петербург.

Тезисы к работе.
1. Постановка задачи.
Требуется построить бесконечное слово над алфавитом минимальной возможной мощности такое,

что в нем ни одно конечное подслово не повторяется дважды подряд - такие слова называются

бесквадратными. Эта проблема была выдвинута в начале ХХ века норвежским математиком Акселем

Туэ. Им же была доказана возможность построения такого слова над трехсимвольным алфавитом

(очевидно, что над двухсимвольным построение невозможно); был приведен соответствующий

пример[1] .

Также над решением этой проблемы работал английский математик Джон Лич[2] . Им был найден

другой пример бесконечного бесквадратного слова, построенный при помощи равномерного морфизма

(все буквы алфавита отображаются в слова одинаковой длины) ранга 13 (длина слов, в которые

отображаются буквы).

В настоящей работе приведен равномерный морфизм f ранга 5 (что значительно меньше, чем у

Лича), дающий новое решение данной задачи. Кроме этого, доказано, что в результате действия

данного морфизма на произвольное бесквадратное слово получается также бесквадратное слово. Был

найден критерий для слов u над трехсимвольным алфавитом таких, что f ( u ) =uv для некоторого

слова v .

Таким образом, полученные результаты позволяют построить новые серии бесквадратных слов над

трехсимвольным алфавитом.
2. Основные определения.
Зафиксируем непустое конечное множество A , которое будем называть алфавитом. Элементы

множества A будем называть символами или буквами. Последовательности букв из алфавита A
называют словами над алфавитом A .

Зафиксируем некоторое слово a0 и построим рекурсивно последовательность слов {an } .

Для этого рассмотрим произвольную функцию f из алфавита в множество слов над ним.

И если дано слово ak , то мы можем построить ak +1 применением функции f к каждому его

символу. Например, если
A= { 0,1} и f : 1→ 001; 0→ 100 ; ak =100100 , то ak +1 = 001 100 100 001 100 100 .

Таким образом, функция f задает эндоморфизм множества слов ( f ( uv ) =f ( u ) f ( v ) ), который

будем обозначать также через f . Тогда понятно, что ak +1 =f ( ak ) - применяя морфизм к слову, мы

применяем задающую этот морфизм функцию к каждому из символов слова. Если морфизм обладает

свойством ak +1 =ak vk для некоторого слова vk , то естественно на основе последовательности
{an } строится бесконечное слово a , которое называется неподвижной точкой морфизма f
(понятно, что f ( a ) =a ).

Теперь мы можем привести примеры бесконечных бесквадратных слов, полученные Туэ и Личем:
1) A= { 1,2,3 } ; a0 = 1 ; f : 1→ 12312; 2→ 131232; 3→ 1323132 . (Туэ, 1912)

2) A= { 1,2,3 } ; a0 = 1 ; f : 1→ 1232132312321; 2→ 2313213123132; 3→ 3121321231213 . (Лич, 1957)
3. Основной результат.
В настоящей работе доказана
Теорема.
При A= { 1;2;3 } ; a0 =123 неподвижная точка морфизма f
f : 1→ 12321; 2→ 23132; 3→ 31213.
является бесконечным бесквадратным словом.
4. Использованная литература.
1. Axel Thue, Über die gegenseitige Lage gleicher Teile gewisser Zeichenreihen; Norske Vid. Skrifter I

Mat.-Nat. Kl.; Christiania 1; 1912 - 1-67,

2. John Leech, A problem on strings of beads; Math. Gazette 41; 1957 - 277-278,
