
Èññëåäîâàíèå è ìîäåëèðîâàíèå ôðàêòàëîâ

¾Ìàòåìàòèêà¿
Áàéäàêîâ Àðòåì Åâãåíüåâè÷, Ëåãîâè÷ Ìàðãàðèòà Âëàäèìèðîâíà (íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü, ó÷èòåëü ìàòåìàòèêè),

ìåñòî âûïîëíåíèÿ ðàáîòû: ÌÁÎÓ "Íèæíåñîðòûìñêàÿ ÑÎØ"

Êòî õîòÿ áû ðàç âèäåë ôðàêòàëû � óäèâèòåëüíî êðàñèâûå è òàèíñòâåííûå ãåîìåòðè÷åñêèå
îáúåêòû, òîò íàäîëãî çàáîëåë ýòèì èíòåðåñíûì è çàõâàòûâàþùèì íàó÷íûì ÿâëåíèåì.
Ôðàêòàëüíûå ðèñóíêè � âåðøèíà âäîõíîâåíèÿ ìàñòåðà íà ïóòè ê ñîâåðøåííîìó åäèíñòâó
ìàòåìàòèêè, èíôîðìàòèêè è èñêóññòâà. Òàêèìè ïðåäñòàâëÿþòñÿ ôðàêòàëû, êîòîðûå ñòðîÿò
ñîâðåìåííûå êîìïüþòåðûÖåëü: èññëåäîâàòü ôðàêòàëû â ïðèðîäå è ìàòåìàòèêå è ñîñòàâèòü
ïðîãðàììû ìîäåëèðîâàíèÿ ñëîæíûõ íååâêëèäîâûõ îáúåêòîâ, îáðàçû êîòîðûõ âåñüìà ïîõîæè
íà ïðèðîäíûå. Çàäà÷è: 1. Óçíàòü, ÷òî òàêîå ôðàêòàëû. 2. Èçó÷èòü èñòîðèþ âîçíèêíîâåíèÿ
è ðàçâèòèÿ ôðàêòàëüíîé ãåîìåòðèè. 3. Îçíàêîìèòüñÿ ñ áèîãðàôèåé ñîçäàòåëÿ ôðàêòàëîâ �
Áåíóà Ìàíäåëüáðîòà. 4. Ñìîäåëèðîâàòü ôðàêòàëû íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ (PascalABC).5.
Ðàññìîòðåòü ðåøåíèå ôðàêòàëüíîé çàäà÷è ðàñêðîÿ êîðîáêè îïòèìàëüíîãî îáú¼ìà.

Ñóùåñòâóåò îïðåäåë¼ííàÿ ïðîáëåìà: ìîæíî ëè ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñìîäåëèðîâàòü
ôðàêòàëû, è åñëè ìîæíî, òî â êàêèõ öåëÿõ è ãäå ýòî ìîæíî ïðèìåíèòü?Ãèïîòåçà: åñëè èçó÷èòü
çàêîíîìåðíîñòü ïîñòðîåíèÿ ôðàêòàëà, òî åãî ìîæíî ñìîäåëèðîâàòü ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðíûõ
ïðîãðàìì.Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ: ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç, ñèíòåç, ìîäåëèðîâàíèå.

Èìåííî ïîýòîìó ðàáîòó ïî èçó÷åíèþ ñïîñîáîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñëåäóåò ïðîäîëæèòü,
èçó÷àÿ ïðè ýòîì âîçìîæíîñòè äðóãèõ ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ïîïûòàòüñÿ ñîñòàâèòü
ïðîãðàììû äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìíîãîìåðíûõ ïîâåðõíîñòåé.Ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå äàííîãî
âîïðîñà ïîäðàçóìåâàåò âîçìîæíîñòü ñîçäàíèÿ ñðåäñòâàìè ïðîãðàììèðîâàíèÿ æèâûõ ìîäåëåé
ëþáûõ ôðàêòàëüíûõ îáúåêòîâ íà îñíîâå ñîñòàâëåíèÿ ïðîãðàìì äëÿ ñàìîïîäîáíûõ ôîðì.

Òàêèì îáðàçîì, ðåêóðñèâíàÿ ïðîãðàììà äîëæíà èìåòü êàê ìèíèìóì äâà ïóòè âûïîëíåíèÿ,
îäèí èç êîòîðûõ ïðåäïîëàãàåò ðåêóðñèâíûé âûçîâ (ñëó÷àé ¾ñëîæíûõ¿ äàííûõ), à âòîðîé �
áåç ðåêóðñèâíîãî âûçîâà (ñëó÷àé ¾ïðîñòûõ¿ äàííûõ).Ðåêóðñèâíóþ ïðîãðàììó âñåãäà ìîæíî
ïðåîáðàçîâàòü â íåðåêóðñèâíóþ (èòåðàòèâíóþ, èñïîëüçóþùóþ öèêëû), êîòîðàÿ âûïîëíÿåò òå
æå âû÷èñëåíèÿ.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû:

1. Âèêèïåäèÿ. � (http://wikipedia.org/wiki )

2. Ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ ôðàêòàëîâ. � ( http://sworm.narod.ru/ )

3. Øðåäåð Ì. Ôðàêòàëû, õàîñ, ñòåïåííûå çàêîíû / Øðåäåð Ì.- Ì., ¾Ïðîñâåùåíèå¿, 2001 ã., 528ñ.



Ñäâèãè ìíîãî÷ëåíîâ ñ öåëûìè êîðíÿìè

¾Ìàòåìàòèêà¿
Ìàðøóíèíà Äàðüÿ Àëåêñàíäðîâíà, Àëÿêèí Âëàäèìèð Àëåêñååâè÷ (íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü, Êàíäèäàò

ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ), ìåñòî âûïîëíåíèÿ ðàáîòû: â øêîëå

Äâà ìíîãî÷ëåíà ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè P(x) è Q(x) ñòåïåíè n íàçîâ¼ì äðóæíûìè,
åñëè êàæäûé èç íèõ èìååò, ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè, n öåëûõ êîðíåé è äëÿ ëþáîãî x âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî:P(x) � Q(x) = C, ãäå C � íåêîòîðîå ÷èñëî. Çàäà÷à 1. 1.1. Ïðè êàêèõ n ñóùåñòâóþò
ïàðû äðóæíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n?1.2. Ñóùåñòâóåò ëè áåñêîíå÷íî ìíîãî òàêèõ ïàð?1.3.
Äëÿ ëþáîãî ëè ìíîãî÷ëåíà ñ öåëûìè êîðíÿìè ñóùåñòâóåò äðóæíûé ñ íèì ìíîãî÷ëåí? Äðóãèìè
ñëîâàìè, ìîæíî ëè ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîðíÿìè ñäâèíóòü òàê, ÷òîáû ñäâèíóòûé ìíîãî÷ëåí
òàêæå èìåë öåëûå êîðíè?Çàäà÷à 2.Ñóùåñòâóåò ëè ñåìåéñòâà (òðîéêè, ÷åòâåðêè è ò.ä.) äðóæíûõ
ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n?Çàäà÷à 3.Îïèñàòü îáùèé âèä äðóæíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n.

Ïðè ðàáîòå íàä ïîñòàâëåííûìè çàäà÷àìè äîêàçûâàëèñü òåîðåìû è îñóùåñòâëÿëñÿ ïîèñê ïàð
è ñåìåéñòâ ¾äðóæíûõ¿ ìíîãî÷ëåíîâ ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðíûõ ïðîãðàìì.

Äîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò:-áåñêîíå÷íî ìíîãî ïàð ¾äðóæíûõ¿ ìíîãî÷ëåíîâ 1 ñòåïåíè ñ öåëûì
êîðíåì. Äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà 1 ñòåïåíè ñ öåëûì êîðíåì ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî
¾äðóæíûõ¿ ñ íèì ìíîãî÷ëåíîâ;-áåñêîíå÷íî ìíîãî ïàð ¾äðóæíûõ¿ ìíîãî÷ëåíîâ 2 ñòåïåíè ñ
öåëûìè êîðíÿìè. Äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà 2 ñòåïåíè ñ öåëûìè êîðíÿìè ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî
ìíîãî ¾äðóæíûõ¿ ñ íèì ìíîãî÷ëåíîâ; -áåñêîíå÷íî ìíîãî ïàð ¾äðóæíûõ¿ ìíîãî÷ëåíîâ 3 ñòåïåíè
ñ öåëûìè êîðíÿìè;-áåñêîíå÷íî ìíîãî ïàð ¾äðóæíûõ¿ ìíîãî÷ëåíîâ 4 ñòåïåíè ñ öåëûìè êîðíÿìè.

Èññëåäîâàíèå â ðàáîòå äîâåäåíî äî ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 4. Äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ áîëüøèõ
ñòåïåíåé çàäà÷è ïðåäñòàâëÿþòñÿ òðóäíûìè è ïîêà íå ðåøåíû. Íî â äàëüíåéøåì ïëàíèðóåòñÿ
èçó÷åíèå ìíîãî÷ëåíîâ áîëüøèõ ñòåïåíåé.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû:

1. Äîðîôååâ Ã. Â., Ï÷åëèíöåâ Ñ. Â. Ìíîãî÷ëåíû ñ îäíîé ïåðåìåííîé. Ì.: Ïðîñâåùåíèå, 2001.

2. Ïîñòíèêîâ Ì. Ì. Óñòîé÷èâûå ìíîãî÷ëåíû. Ì.: Åäèòîðèàë ÓÐÑÑ, 2004.

3. Mordell L. J. Diophantine equations. New York: Acad. Press, 1969.



Ôàêòîðèçóåìûå ÷¼òíûå ôóíêöèè

¾Ìàòåìàòèêà¿
Ìîèñååâ Íèêèòà Àíäðååâè÷, Àëÿêèí Âëàäèìèð Àëåêñååâè÷ (íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü, êàíäèäàò íàóê), ìåñòî

âûïîëíåíèÿ ðàáîòû: â øêîëå

Êàê èçâåñòíî, âñå ôóíêöèè äåëÿòñÿ íà 3 âèäà: ÷åòíûå ôóíêöèè, íå÷åòíûå ôóíêöèè è
ôóíêöèè îáùåãî âèäà (íå ÿâëÿþùèåñÿ íè ÷åòíûìè, íè íå÷åòíûìè). Â íàñòîÿùåé ðàáîòå
ââîäèòñÿ ñâîéñòâî ôóíêöèè, áîëåå ñèëüíîå ÷åì ÷åòíîñòü. Åñòåñòâåííî íàçûâàòü òàêèå ôóíêöèè
¾ñèëüíî ÷åòíûìè¿, èëè ¾ôàêòîðèçóåìûìè¿. Çäåñü è äàëåå ïðèìåíÿþòñÿ îáà ïîíÿòèÿ. Ôóíêöèÿ
f(x) íàçûâàåòñÿ ñèëüíî ÷åòíîé (èëè ôàêòîðèçóåìîé), åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ g(x),
÷òî D(f)=D(g)∩(-D(g)) è äëÿ ëþáîãî x∈D(f) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî: f(x)=g(x)*g(-x). Îñíîâíîé
öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå êëàññà ôàêòîðèçóåìûõ ôóíêöèé. Îñîáîå âíèìàíèå
óäåëåíî ïîäêëàññó ôàêòîðèçóåìûõ ìíîãî÷ëåíîâ.

Äëÿ äîñòèæåíèÿ ðåçóëüòàòîâ áûëè èñïîëüçîâàíû ðàçëè÷íûå ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêèõ
äîêàçàòåëüñòâ è íåêîòîðûå êîìïüþòåðíûå ïðîãðàììû (íàïðèìåð yotx.ru).

Êðîìå òîãî, áûëè ïîëó÷åíû ðàçëè÷íûå ïðîìåæóòî÷íûå ðåçóëüòàòû è ñëåäñòâèÿ, à òàêæå
âûäâèíóòû è ïîäòâåðæäåíû äëÿ íåêîòîðûõ ñëó÷àåâ âàæíûå ãèïîòåçû î ñóììå ôàêòîðèçóåìûõ
ìíîãî÷ëåíîâ.

Â õîäå ðàáîòû ìíîé áûë èññëåäîâàí êëàññ ôàêòîðèçóåìûõ (èëè ñèëüíî ÷¼òíûõ) ôóíêöèé, â
îñîáåííîñòè åãî ïîäêëàññ � ôàêòîðèçóåìûå ìíîãî÷ëåíû. Ïëàíèðóþ ïðîäîëæèòü èññëåäîâàíèÿ
â ýòîé îáëàñòè. Íà äàííûé ìîìåíò èä¼ò ðàáîòà íàä äîêàçàòåëüñòâîì ãèïîòåç, âûäâèíóòûõ â
õîäå èññëåäîâàíèÿ.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû:

1. Çîðè÷ Â. À. Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç. ×. I. - Ì.: Íàóêà, 198

2. - ñ.

3. Ïðàñîëîâ Â. Â. Ìíîãî÷ëåíû. -Ì.: ÌÖÍÌÎ, 200

4. -336 ñ.



Èçó÷åíèå íåïåðèîäè÷åñêèõ çàìîùåíèé èç ïðÿìîóãîëüíûõ
òðåóãîëüíèêîâ

¾Ìàòåìàòèêà¿
Ôåäîðåíêî Äìèòðèé Ñåðãååâè÷, Àëëàõâåðäîâ Àíäðåé Àðìåíîâè÷, Çàâîäîâ Àëåêñåé Àëåêñàíäðîâè÷ (íàó÷íûé

ðóêîâîäèòåëü, ó÷èòåëü ìàòåìàòèêè), ìåñòî âûïîëíåíèÿ ðàáîòû: â øêîëå

Ïðèäóìàòü íåñêîëüêî íîâûõ íåïåðèîäè÷åñêèõ çàìîùåíèé èç òðåóãîëüíèêîâ ñ óãëàìè
30,60,90 ãðàäóñîâ è äîêàçàòü èõ íåïåðèîäè÷íîñòü.Òàêæå âûäâèíóòü è ïî âîçìîæíîñòè äîêàçàòü
íåñêîëüêî ãèïîòåç ïðî íåïåðèîäè÷åñêèå çàìîùåíèÿ èç òðåóãîëüíèêîâ ñ óãëàìè 30,60,90
ãðàäóñîâ.Ýòî èññëåäîâàíèå âîñòðåáîâàíî ò.ê. íà äàííûé ìîìåíò î÷åíü ìàëî íàó÷íûõ òåêñòîâ
ïîñâÿùåííûõ íåïåðèîäè÷åñêèì çàìîùåíèÿì.

Èíñòðóìåíòû: Geogebra Ckassic 6

Íà äàííûé ìîìåíò ìû ïðèäóìàëè è âèçóàëèçèðîâàëè 4 íåïåðèîäè÷åñêèõ çàìîùåíèÿ
èç ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ñ óëàìè 30,60,90 ãðàäóñîâ.Òàêæå ìû äîêàçàëè èõ
íåïåðèîäè÷íîñòü.

Äàëüøå ìû ñîáèðàåìñÿ ïðèäóìàòü åùå íåñêîëüêî íåïåðèîäè÷åñêèõ çàìîùåíèé èç ýòèõ
òðåóãîëüíèêîâ è âûäâèíóòü ãèïîòåçó ïðî çàìîùåíèÿ èç ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ. Òàêæå
ìû ñîáèðàåìñÿ ðàáîòàòü íå òîëüêî ñ òðåóãîëüíèêàìè ñ óãëàìè 30,60,90 ãðàäóñîâ.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû:

1. ìîçàéêà ïåíðîóçà - https://en.wikipedia.org/wiki/Penrose_tiling



Ôèãóðà, êîòîðàÿ íå äåëèòñÿ íà äâå ðàâíûå ÷àñòè

¾Ìàòåìàòèêà¿
Ïåðâàê Åãîð Àëåêñàíäðîâè÷, Çàâîäîâ Àëåêñåé Àëåêñàíäðîâè÷ (íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü, ó÷èòåëü ìàòåìàòèêè),

ìåñòî âûïîëíåíèÿ ðàáîòû: â øêîëå

Çàäà÷à èññëåäîâàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû íàéòè ôèãóðû, êîòîðûå íåâîçìîæíî
ðàçäåëèòü íà äâå ðàâíûå ÷àñòè, è äîêàçàòü äàííîå ïîëîæåíèå. Â ñîâðåìåííûõ èññëåäîâàíèÿõ,
ïîñâÿùåííûõ òåìå ðàçðåçàíèÿ, íåêîòîðûå èç òàêèõ ôèãóð óæå ðàññìàòðèâàëèñü []. Çíà÷èìîñòü
äàííîé ðàáîòû îïðåäåëÿåòñÿ íåäîñòàòî÷íîé èçó÷åííîñòüþ ðàçðåçàíèÿ ðàçíîñòîðîííèõ
òðåóãîëüíèêîâ. Äëÿ ðàññìîòðåíèÿ áûë âûáðàí èìåííî òðåóãîëüíèê, ïîòîìó ÷òî ýòà ôèãóðà
èìååò ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ñòîðîí, ÷òî óïðîùàåò äîêàçàòåëüñòâî åãî íåðàçäåëèìîñòè íà
äâå ðàâíûå ÷àñòè. Â ðàáîòå èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå òåðìèíû: 1) ðàâíûå ìíîãîóãîëüíèêè
� ìíîãîóãîëüíèêè, ó êîòîðûõ âñå ñòîðîíû ïîïàðíî ðàâíû; 2) ñå÷åíèå � ëèíèÿ ðàçðåçà,
íàõîäÿùàÿñÿ âíóòðè ôèãóðû; 3) ñòîðîíà îò ñå÷åíèÿ � ñòîðîíà ïîëó÷åííîãî ìíîãîóãîëüíèêà,
ëåæàùàÿ íà ñå÷åíèè; 4) êîíöû ñå÷åíèÿ � òî÷êè ñå÷åíèÿ íà ãðàíèöå òðåóãîëüíèêà.Äàííûé
ïðîåêò ïîñâÿùåí ðàññìîòðåíèþ ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ ðàçðåçàíèÿ ðàçíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà.
Ïðè ýòîì âñå ýòè ñïîñîáû îïðåäåëåíû è ïîñòðîåíû ãåîìåòðè÷åñêèå ìîäåëè, ïîçâîëÿþùèå
íàãëÿäíî ðàññìàòðèâàòü ìíîãîóãîëüíèêè, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ñå÷åíèÿ èñõîäíîé ôèãóðû,
è ïðîèçâîäèòü íåîáõîäèìûå äîêàçàòåëüñòâà.

Â èññëåäîâàíèè èñïîëüçîâàëèñü îáùèå ìåòîäû � àíàëèç, ñèíòåç, ìîäåëèðîâàíèå,
îïèñàíèå, ñðàâíåíèå. Äëÿ ïðîâåäåíèÿ äàííîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ èñïîëüçîâàëèñü
êîìïüþòåðíûå ïðîãðàììû, òàêèå êàê Geogebra ñ öåëüþ ìîäåëèðîâàíèÿ ìíîãîóãîëüíèêîâ, Word
è Power Point äëÿ ñîçäàíèÿ òåêñòà è ïðåçåíòàöèè ïðîåêòà.

Ïðè èññëåäîâàíèè ðàçíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà âûÿâëåíû 7 âîçìîæíûõ ñëó÷àåâ
ðàñïîëîæåíèÿ êîíöîâ ñå÷åíèé: 1) èç âåðøèíû â ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó, 2) èç âåðøèíû
â ïðèëåãàþùóþ ñòîðîíó, 3) èç âåðøèíû â äðóãóþ âåðøèíó, 4) èç ñòîðîíû â òó æå ñòîðîíó,
5) èç ñòîðîíû â äðóãóþ ñòîðîíó, 6) èç âåðøèíû â òó æå âåðøèíó, 7) ïîëíîñòüþ âíóòðè
ôèãóðû. Ïîêàçàíî, ÷òî ðàâåíñòâî ìíîãîóãîëüíèêîâ, íà êîòîðûå äåëèòñÿ èñõîäíûé òðåóãîëüíèê
íåâîçìîæíî. Äîêàçàíî, ÷òî ðàçíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê ÿâëÿåòñÿ ôèãóðîé, íåäåëèìîé íà äâå
ðàâíûå ÷àñòè.

Ïðîâåäåííîå èññëåäîâàíèå ïîçâîëÿåò íàìåòèòü âîçìîæíûå ïóòè ðàçâèòèÿ çàäà÷è: 1)
Íàéòè äðóãèå ôèãóðû, êîòîðûå íå äåëÿòñÿ íà äâå ðàâíûå ÷àñòè2) Íàéòè àëãîðèòì, êîòîðûé
îïðåäåëÿåò, äåëèòñÿ ëè ôèãóðà íà äâå ðàâíûå ÷àñòè 3) Íàéòè ôèãóðó, êîòîðàÿ íå äåëèòñÿ íà
òðè è áîëåå ðàâíûå ÷àñòè.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû:

1. Áîëòÿíñêèé Â.Ã., Ñàâèí À.Í. Ðàâíîâåëèêèå è ðàâíîñîñòàâëåííûå ôèãóðû. Ãîñòåõèçäàò, 195

2. 64 ñ.

3. Ðàçðåçàíèå íà äâå ðàâíûå ÷àñòè, ÷àñòü ïåðâàÿ [Ýëåêòðîííûé ðåñóðñ] https://habr.com/ru/post/178341/
(äàòà îáðàùåíèÿ: 10.11.2019).



Î ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèÿõ ìîäèôèöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ
Êîðòåâåãà-äå-Âðèçà è íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà

¾Ìàòåìàòèêà¿
Ãîðèíà Âåðîíèêà Îëåãîâíà, Êóçíåöîâ Îëåã Þðüåâè÷ (íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü, ó÷èòåëü ôèçèêè è ìàòåìàòèêè),

ìåñòî âûïîëíåíèÿ ðàáîòû: â øêîëå

Ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîäèêà ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ - ìîäèôèöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà-äå Âðèçà (ìÊäÂ) è íåëèíåéíîãî
óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà (ÍÓØ), èìåþùèõ âàæíîå çíà÷åíèå êàê â îáëàñòè ïðèêëàäíîé
ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, òàê è â òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå, íåëèíåéíîé îïòèêå,
ôèçèêå ïëàçìû, ãèäðîäèíàìèêå.Ïðè ïîèñêå ðåøåíèé îáîèõ óðàâíåíèé â âèäå ñòàöèîíàðíûõ
âîëí íà îïðåäåëåííîì ýòàïå îíè ñâîäÿòñÿ ê îáûêíîâåííîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ
Äóôôèíãà ñ êóáè÷åñêîé íåëèíåéíîñòüþ, ÷òî è ïîñëóæèëî ïîÿâëåíèþ èäåè ïîñòðîèòü íîâûå
ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ ïîñëåäíåãî â âèäå ñîâîêóïíîñòè óåäèíåííûõ âîëí -ñîëèòîíîâ. Ðåøåíèÿ
èñêàëèñü ïðè êðàåâîé çàäà÷å: çíà÷åíèÿ ñàìîé ôóíêöèè è åå ïåðâîé ïðîèçâîäíîé íà ãðàíèöàõ
ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ.

Åñëè âçÿòü ÷àñòíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Äóôôèíãà, ëîêàëèçîâàííûõ äàëåêî â ïðîñòðàíñòâå
ïåðåìåííîé z= x-vt, òî ìîæíî ïîëó÷èòü ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ â âèäå ñóììû è ðàçíèöû
òî÷íûõ ÷àñòíûõ ðåøåíèé. Ýòî âîçìîæíî, åñëè ïðè òåõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííîé, ãäå çíà÷åíèå
îäíîé ôóíêöèè íå ðàâíî íóëþ, çíà÷åíèå âòîðîé î÷åíü áëèçêî ê íóëþ è ïîýòîìó íå ñðàáàòûâàåò
ýôôåêò íåëèíåéíîñòè, èõ ïðîèçâåäåíèå âåçäå äà¼ò íóëü.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû - àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ìÊäÂ è äëÿ ÍÓØ â âèäå
"äâóõñîëèòîííûõ" è "òðåõñîëèòîííûõ" ðåøåíèé. Ïîäñòàíîâêîé â èñõîäíûå óðàâíåíèÿ áûëî
ïðîâåðåíî, ÷òî âíîâü ïîëó÷åííûå ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ òàêîâûìè ñ áîëüøîé
òî÷íîñòüþ. Ïðåäñòàâëåííûå ôóíêöèè:ñóììà "ëåâîãî" ñîëèòîíà è "ïðàâîãî" ñîëèòîíà, à òàêæå
"ëåâîãî" "àíòèñîëèòîíà" è "ïðàâîãî" ñîëèòîíà, äâóõ "àíòèñîëèòîíîâ", òðåõ ñîëèòîíîâ, òðåõ
àíòèñîëèòîíîâ è äðóãèå.

Â ðàáîòå äàí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ
èñïîëüçîâàíèåì ñóïåðïîçèöèè òî÷íûõ èçâåñòíûõ ðåøåíèé ýòèõ óðàâíåíèé, íî êîòîðûå
ïðåäñòàâëÿþò èç ñåáÿ ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé, ëîêàëèçîâàííûå â ðàçíûõ îáëàñòÿõ
ïðîñòðàíñòâà, òàê ÷òî íåëèíåéíûå ýôôåêòû ïðè óìíîæåíèè ýòèõ ôóíêöèé ïåðåêðåñòíî íå
äîáàâëÿþò íîâûõ ÷ëåíîâ. Â ýòîì ñìûñëå ðàáîòàåò àääèòèâíîñòü ðåøåíèé êàê â ñëó÷àå
ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû:

1. Í.Ì.Ðûñêèí, Ä.È.Òðóáåöêîâ. Íåëèíåéíûå âîëíû.-Ì.:Ëåíàíä, 2017.-312ñ.

2. À.Ï.Êóçíåöîâ, Ñ.Ï.Êóçíåöîâ, Í.Ì.Ðûñêèí. Ëåêöèè ïî òåîðèè êîëåáàíèé è âîëí. Íåëèíåéíûå
êîëåáàíèÿ. Ñàðàòîâ, 2011, 314 ñ.



Ïîèñê ãåîäåçè÷åñêèõ ëèíèé íà Àðõèìåäîâûõ òåëàõ

¾Ìàòåìàòèêà¿
Àêèíüøèí Ñòåïàí Äìèòðèåâè÷, Àáðàìîâ ßðîñëàâ Âëàäèìèðîâè÷ (íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü, Ó÷èòåëü ìàòåìàòèêè),

ìåñòî âûïîëíåíèÿ ðàáîòû: Â øêîëå, äîìà

Ïðîáëåìà ïîèñêà êðàò÷àéøèõ ðàññòîÿíèé ìåæäó äâóìÿ äàííûìè òî÷êàìè ÿâëÿåòñÿ
êëàññè÷åñêîé çàäà÷åé ãåîìåòðèè. Äàííûå ðàññòîÿíèÿ íàçûâàþòñÿ ãåîäåçè÷åñêèìè ëèíèÿìè. Â
ïðîñòðàíñòâå îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò çàìêíóòûå íåñàìîïåðåñåêàþùèåñÿ ãåîäåçè÷åñêèå
ëèíèè. Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü èçâåñòíû èõ ïðèìåðû íà íåêîòîðûõ ãëàäêèõ ïîâåðõíîñòÿõ;
íà ïðàâèëüíûõ ìíîãîãðàííèêàõ [1, 2]; íà ïðÿìîóãîëüíîì ïàðàëëåëåïèïåäå [3].Öåëüþ ðàáîòû
ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ãåîäåçè÷åñêèõ ëèíèé íà Àðõèìåäîâûõ òåëàõ (âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê,
ñîñòîÿùèé èç íåñêîëüêèõ òèïîâ ïðàâèëüíûé ìíîãîóãîëüíèêîâ, âñå ìíîãîãðàííûå óãëû ðàâíû),
êîòîðûå íàèáîëåå áëèçêè ïî ñâîéñòâàì ê ïðàâèëüíûì ìíîãîãðàííèêàì. Íà äàííûé ìîìåíò
èä¼ò ðàáîòà íàä êëàññèôèêàöèåé âñåõ çàìêíóòûõ íåñàìîïåðåñåêàþùèõñÿ ãåîäåçè÷åñêèõ ëèíèé
íà óñå÷¼ííîì òåòðàýäðå.

Èçíà÷àëüíî äëÿ ïîèñêà ãåîäåçè÷åñêèõ ëèíèé èñïîëüçîâàëèñü ðàçâ¼ðòêè ìíîãîãðàííèêîâ,
íà êîòîðûõ ñíà÷àëà îòìå÷àëèñü äâà ïàðàëëåëüíûõ ðåáðà, ñîåäèíÿþùèåñÿ íà ìíîãîãðàííèêå;
ïîñëå ýòîãî òî÷êè íà êàæäîì èç ð¼áåð ñ àíàëîãè÷íûì ñâîéñòâîì. Îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ýòè
äâå òî÷êè, ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé ëèíèåé. Íî äàííûé ìåòîä íå ÿâëÿåòñÿ ñàìûì îïòèìàëüíûì,
ïîòîìó ÷òî îí íå áåð¼ò â ó÷¼ò ñâîéñòâà ìíîãîãðàííèêà.

- Äîêàçàíî, ÷òî ãðóïïà îðèåíòàöèé óñå÷¼ííîãî òåòðàýäðà ñîâïàäàåò ñ ãðóïïîé îðèåíòàöèé
ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà. (Ãðóïïà îðèåíòàöèé ìíîãîãðàííèêà - ãðóïïà ïîâîðîòîâ ìíîãîãðàííèêà,
âîçâðàùàþùèõ ìíîãîãðàííèê â èñõîäíîå ïîëîæåíèå)- Áûëà ñôîðìóëèðîâàíà è äîêàçàíà
òåîðåìà:Åñëè çàìêíóòàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ ëèíèÿ íà óñå÷¼ííîì òåòðàýäðå ïðîõîäèò ïî îäíîé ãðàíè
äâàæäû, òî îíà ñàìîïåðåñåêàþùàÿñÿ. Äîêàçàòåëüñòâî äàííîé òåîðåìû ïîçâîëÿåò ïîíÿòü
îãðàíè÷åíèÿ íà çàìêíóòóþ íåñàìîïåðåñåêàþùóþñÿ ãåîäåçè÷åñêóþ ëèíèþ.

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ñïèñîê âñåõ çàìêíóòûõ ãåîäåçè÷åñêèõ ëèíèé íà óñå÷¼ííîì òåòðàýäðå
íå çàêîí÷åí, ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ âàæíîé ÷àñòüþ â åãî ôîðìèðîâàíèè, ÷òî
âïîñëåäñòâèè ïîìîæåò ðàçðàáîòàòü êîíöåïò ïîèñêà ãåîäåçè÷åñêèõ ëèíèé íà Àðõèìåäîâûõ òåëàõ,
Êàòàëàíîâûõ òåëàõ (ìíîãîãðàííèêè, ñîñòîÿùèå èç îäèíàêîâûõ ãðàíåé, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ
ïðàâèëüíûìè ìíîãîóãîëüíèêàìè) è äðóãèõ ìíîãîãðàííèêàõ.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû:

1. Dmitry Fuchs & Ekaterina Fuchs. �Closed Geodesics on Regular Polyhedra�;

2. Dmitry Fuchs. �Closed Geodesics on Regular Dodecahedron�;

3. À.À. Ïîïîâ, Ê.Î. Êèçáèêåíîâ. �Øåñòèçâåííûå çàìêíóòûå ãåîäåçè÷åñêèå íà ïðÿìîóãîëüíîì
ïàðàëëåëåïèïåäå�.



Ñïåêòð ôèãóðû

¾Ìàòåìàòèêà¿
Ìèòåâ Ðîìàí Ñòàíèìèðîâè÷, Ïîïîâè÷ Àëåêñàíäð Ëåîíèäîâè÷ (íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü, Àññèñòåíò êàôåäðû

àëãåáðû), ìåñòî âûïîëíåíèÿ ðàáîòû: â âûåçäíîé øêîëå

Ïóñòü êëåòî÷íàÿ ïëîñêîñòü ðàñêðàøåíà â n öâåòîâ, òî åñòü êàæäîé êëåòêå ñîïîñòàâëåí
êîíêðåòíûé öâåò èç çàäàííîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà èç n öâåòîâ. Ïóñòü äàíà íåêàÿ ôèãóðà
èç êëåòîê. Ïîëîæèì åå íà ïëîñêîñòü è âûïèøåì ìíîæåñòâî öâåòîâ çàíÿòûõ êëåòîê ñ ó÷åòîì
êðàòíîñòè. Ïîëó÷åííîå ìíîæåñòâî öâåòîâ íàçîâåì ñïåêòðîì ôèãóðû.Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
ðàñêðàñêà ðàñïîçíàåò äâå ôèãóðû, åñëè ïðè ëþáîì èõ ðàçìåùåíèè íà ïëîñêîñòè èõ ñïåêòðû
ðàçëè÷íû. Ãðóáî ãîâîðÿ, åñëè íàì ñîîáùàò òîëüêî ñïåêòðû ïåðâîé è âòîðîé ôèãóð, ìû
âñåãäà ìîæåì îïðåäåëèòü, êàêàÿ ôèãóðà áûëà ïåðâîé, à êàêàÿ âòîðîé. Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ,
êàê îëèìïèàäíûõ, òàê è èññëåäîâàòåëüñêèõ, òðåáóåòñÿ ñòðîèòü ðàñêðàñêè, ðàñïîçíàþùèå
êîíêðåòíûå ïàðû ôèãóð [2]. Ïîýòîìó ðàññìîòðåíèå äàííîãî ïîíÿòèÿ àêòóàëüíî.Çàìåòèì, ÷òî
ñëîâà ¾ðàçìåùåíèå ôèãóðû¿ òðåáóþò óòî÷íåíèé. Åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü òðè âàðèàíòà,
êàê ìîæíî òðàêòîâàòü ýòè ñëîâà:• Ôèãóðó ìîæíî ïîâîðà÷èâàòü, ïåðåâîðà÷èâàòü è ïåðåíîñèòü
ïî ïëîñêîñòè ïàðàëëåëüíûìè ïåðåíîñàìè;• Ôèãóðó ìîæíî òîëüêî ïîâîðà÷èâàòü è ïåðåíîñèòü
ïàðàëëåëüíûìè ïåðåíîñàìè;• Äîïóñòèìû ëèøü ïàðàëëåëüíûå ïåðåíîñû, áåç ïîâîðîòîâ è
ïåðåâîðîòîâ.Ïðîáëåìà. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå n, ÷òî ëþáûå äâå ôèãóðû ðàñïîçíàþòñÿ íåêîòîðîé
ðàñêðàñêîé â n öâåòîâ?

Ìåòîäû: ïðîãðàììíûé ïåðåáîð ôèãóð ñîñòîÿùèõ èç n êëåòîê

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ôèãóðó ìîæíî ïîâîðà÷èâàòü, ïåðåâîðà÷èâàòü è ïåðåíîñèòü ïàðàëëåëüíûìè
ïåðåíîñàìè. Òîãäà ñóùåñòâóþò äâå ôèãóðû, êîòîðûå íå ðàñïîçíàþòñÿ íèêàêîé ðàñêðàñêîé
â øåñòü öâåòîâ.Òåîðåìà 2. Ïóñòü ôèãóðó ìîæíî ïîâîðà÷èâàòü è ïåðåíîñèòü ïàðàëëåëüíûìè
ïåðåíîñàìè. Òîãäà ñóùåñòâóþò äâå ôèãóðû, êîòîðûå íå ðàñïîçíàþòñÿ íèêàêîé ðàñêðàñêîé â
òðè öâåòà.Òåîðåìà 3. Ïóñòü ôèãóðó ìîæíî òîëüêî ïåðåíîñèòü ïàðàëëåëüíûìè ïåðåíîñàìè.
Òîãäà ñóùåñòâóþò äâå ôèãóðû, êîòîðûå íå ðàñïîçíàþòñÿ íèêàêîé ðàñêðàñêîé â äâà öâåòà

Öåëü íà áóäóùåå:íàéòè òàêóþ ðàñêðàñêó èëè ñåìåéñòâî ðàñêðàñîê, êîòîðûìè áóäóò
ðàñïîçíàâàòüñÿ ëþáûå äâå ðàçëè÷íûå ôèãóðû

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû:

1. Ä. Êóçíåöîâ. Î ìåòîäå ðàñêðàñêè íà ïðèìåðå îäíîé çàäà÷è. Êâàíò, 2015 �3, ñ. 25-27.

2. À.ß. Êàíåëü-Áåëîâ, À.Ê. Êîâàëüäæè. Êàê ðåøàþò íåñòàíäàðòíûå çàäà÷è. Ì.: ÌÖÍÌÎ, 200

3. � 96ñ.



Ôðàêòàëüíîå çàïîëíåíèå ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà êðóãàìè

¾Ìàòåìàòèêà¿
Åêèìîâñêàÿ Àííà Àëåêñååâíà, Åêèìîâñêàÿ Âàëåðèÿ Àëåêñååâíà (íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü, Ñòóäåíòêà ÍÈÓ ÌÃÑÓ),

ìåñòî âûïîëíåíèÿ ðàáîòû: Â øêîëå, êðóæîê "Þíûé ôèçèê - óìåëûå ðóêè", Áëàãîòâîðèòåëüíûé ôîíä
"Îáðàçîâàíèå+"

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ çàäà÷à ïîÿâèëàñü ïðè íàáëþäåíèè êàïåëåê êîíäåíñàòà íà õîëîäíûõ
ïîâåðõíîñòÿõ. Ìîãóò ëè ðàçìåðû êàïåëåê è èõ ðàñïîëîæåíèå áûòü ïðîèçâîëüíûìè? Ñðàçó
ïîñëå íà÷àëà èññëåäîâàíèÿ çàäà÷à ïåðåøëà â îáëàñòü ìàòåìàòèêè, ñâÿçàííóþ ñ ôðàêòàëàìè,
ïîòîìó ÷òî áûëà çàìå÷åíà çàêîíîìåðíîñòü â óìåíüøåíèè ïóçûðüêîâ. Öåëü ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ
â èññëåäîâàíèè ïëîùàäè ïîêðûòèÿ ìíîãîóãîëüíèêà ôðàêòàëüíûìè êðóãàìè. Ïðàêòè÷åñêèé
ýôôåêò � ðàñïûëèòåëü æèäêîñòè. Öåëü ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â ïîëó÷åíèè ìåëêîäèñïåðñíîé
æèäêîé ôàçû. Òàêàÿ ðàáîòà ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ â òåõíèêå, íàïðèìåð, ñâÿçàíà ñ êà÷åñòâåííûì
íàíåñåíèåì ëàêîêðàñî÷íûõ ïîêðûòèé. Ôèçè÷åñêàÿ ïðîáëåìà ïðèâåëà ê íåîáõîäèìîñòè ðåøèòü
ìàòåìàòè÷åñêóþ çàäà÷ó, ñâÿçàííóþ ñ èññëåäîâàíèåì ñâîéñòâ ôðàêòàëüíûõ êðóãîâ, âïèñàííûõ
â ðàçëè÷íûå ìíîãîóãîëüíèêè. Ñôîðìóëèðîâàííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ çàäà÷à îïðåäåëèëà îáúåêò
è ïðåäìåò èññëåäîâàíèÿ. Îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèå ôðàêòàëû,
ïîñòðîåííûå ñ ïîìîùüþ ìíîãîóãîëüíèêîâ è âïèñàííûõ â íèõ êðóãîâ. Ýòè îáúåêòû
èçó÷àþòñÿ íà ïðåäìåò ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ, âëèÿþùèõ íà ôèçè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè
ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ ïë¼íîê: ïëîùàäü êðóãà, äëèíà îêðóæíîñòè, ñîîòíîøåíèå ìåæäó
ðàçìåðàìè ìíîãîóãîëüíèêîâ è âïèñàííûõ êðóãîâ, âëèÿíèå âåëè÷èíû óãëà íà ðàçìåð âïèñàííîé
ôðàêòàëüíîé îêðóæíîñòè è äðóãèå.

Ïåðâàÿ çàäà÷à çàêëþ÷àëàñü â îïðåäåëåíèè äîëè ïîêðûòèÿ ïëîùàäè ïðàâèëüíîãî
ìíîãîóãîëüíèêà ôðàêòàëüíûìè êðóãàìè. Ýòà çàäà÷à ðåøàëàñü ìåòîäîì âû÷èñëåíèÿ ñóììû
ñõîäÿùåéñÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè. Îäíàêî äëÿ êàæäîãî ìíîãîóãîëüíèêà ñóùåñòâóåò
ñâîÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ, ïîýòîìó áûëà äîêàçàíà ëåììà î êîýôôèöèåíòå ïîäîáèÿ
êàñàþùèõñÿ äðóã äðóãà îêðóæíîñòåé, âïèñàííûõ â óãîë. Äîêàçàííàÿ ëåììà áûëà ïðèìåíåíà
äëÿ èññëåäîâàíèÿ ëþáîãî ìíîãîóãîëüíèêà.

1. Îïðåäåëåíà äîëÿ ïîêðûòèÿ ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà ôðàêòàëüíûìè êðóãàìè.2.
Îáîñíîâàíî ñîîòâåòñòâèå ðåçóëüòàòà ëèòåðàòóðíûì ïðèìåðàì.3. Äîêàçàíà ëåììà î
êîýôôèöèåíòå ïîäîáèÿ âïèñàííûõ â óãîë îêðóæíîñòåé.4. Âûïîëíåíà ïðîâåðêà ðåçóëüòàòà äëÿ
òðåóãîëüíèêà ñ ïîìîùüþ äîêàçàííîé ëåììû.5. Äîêàçàííàÿ ëåììà ïðèìåíåíà äëÿ èçó÷åíèÿ
ôðàêòàëüíûõ êðóãîâ â êâàäðàòå.6. Äîêàçàííàÿ ëåììà ïðèìåíåíà äëÿ ëþáîãî ïðàâèëüíîãî
ìíîãîóãîëüíèêà.7. Îïðåäåëåíà äîëÿ ïîêðûòèÿ ïðîèçâîëüíîãî ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà
ôðàêòàëüíûìè êðóãàìè.

Îñíîâíîé ìàòåìàòè÷åñêèé âûâîä, âàæíûé äëÿ ïðàêòèêè, çàêëþ÷àåòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå
ñàìîãî ìåäëåííîãî óáûâàíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ôðàêòàëüíûõ êðóãîâ â ïðàâèëüíîì
òðåóãîëüíèêå. Ðåçóëüòàò îáîáù¼í íà ìíîãîóãîëüíèê.1. Íàïðàâëåíèå ïåðñïåêòèâíîãî
èññëåäîâàíèÿ � ïåðåõîä îò ïëîñêîé ìîäåëè ê îáú¼ìíîé, òî åñòü îò ôðàêòàëüíûõ êðóãîâ ê
ôðàêòàëüíûì ñôåðàì, âïèñàííûì â ìíîãîãðàííèêè.2. Èíòåðåñíà çàäà÷à î ôðàêòàëüíûõ ñôåðàõ
â n-ìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû:



1. À. À. Êèðèëëîâ. Ïîâåñòü î äâóõ ôðàêòàëàõ. � Ëåòíÿÿ øêîëà ¾Ñîâðåìåííàÿ ìàòåìàòèêà¿. �
Äóáíà, 2007.

2. Ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå / Ôèç. ýíö. ñë. Ãë. ðåä. À.Ì.Ïðîõîðîâ.� Ì.: Ñîâ. ýíö., 1983.

3. https://www.resolventa.ru/spr/planimetry/regular.htm#reg1.



×èñëîâûå èãðû ðàçóìà

¾Ìàòåìàòèêà¿
Ïîïëåâèí Íèêèòà Äìèòðèåâè÷, Íèðÿí Ëþäìèëà Âëàäèìèðîâíà (íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü, ó÷èòåëü ìàòåìàòèêè),

ìåñòî âûïîëíåíèÿ ðàáîòû: â øêîëå

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíî íåîáû÷íîå çàäàíèå, êîòîðîå íàçûâàþò èìåíåì ìàòåìàòèêà,
ïåðâûì ïðåäëîæèâøåãî åãî ðåøåíèå äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ, à èìåííî ¾Çàäà÷à Ôèáîíà÷÷è¿
(XIII â.). Ñóòü å¼ ñîñòîèò â òîì, ÷òî íåîáõîäèìî íàéòè êâàäðàò òàêîãî ÷èñëà X, ÷òîáû
ïðè ïðèáàâëåíèè ê íåìó ÷èñëà P è âû÷èòàíèè îò íåãî ÷èñëà P ïîëó÷èëèñü ïîëíûå
êâàäðàòû. Ïîêàçàëîñü èíòåðåñíûì ïîïðîáîâàòü ðàñøèðèòü çíàíèÿ ïî ýòîìó âîïðîñó. Ïîýòîìó
öåëüþ ðàáîòû ñòàë ïîèñê ìåòîäà è åãî ïðèìåíåíèå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Ôèáîíà÷÷è è äëÿ
îñòàëüíûõ ñëó÷àåâ, à òàêæå ðàññìîòðåíèå âîïðîñà îá å¼ îáîáùåíèè íà ïðîèçâîëüíûå ñòåïåíè
ðàññìàòðèâàåìûõ ÷èñåë. Â õîäå èññëåäîâàíèÿ òàêîé ìåòîä áûë íå òîëüêî íàéäåí, à òàêæå
ïîêàçàíî åãî ïðèìåíåíèå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è êàê â êîíêðåòíûõ ñëó÷àÿõ (äëÿ n=2 è n=3),
òàê è â îáùåì âèäå. Ñàì Ôèáîíà÷÷è ðåøèë åå òîëüêî äëÿ Ð = 5, ïðè÷åì, íàéäÿ ëèøü îäíî,
÷àñòíîå ðåøåíèå, òîãäà êàê ïî õîäó ïðåäñòàâëåííîãî â ïåðâîèñòî÷íèêå ðåøåíèÿ óãàäûâàëîñü,
÷òî ðåøåíèé äëÿ ýòîãî Ð çíà÷èòåëüíî áîëüøå. Êðîìå òîãî, àâòîðîì ïåðâîèñòî÷íèêà áûë
ïîñòàâëåí âîïðîñ îá èððàöèîíàëüíîñòè âõîäÿùèõ â ðåøåíèå ÷èñåë. Íà ýòîò âîïðîñ ìíå òîæå
ïðåäñòîÿëî îòâåòèòü.

Ïðèìåíåíèå ìåòîäà Åâêëèäà ïî ïîëó÷åíèþ ïèôàãîðîâûõ òðîåê ÷èñåë îêàçàëîñü
ðåçóëüòàòèâíûì, òàê êàê äîñòàòî÷íî òåïåðü çàäàâàòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ äëÿ
u, v è r, è âñå ÷èñëà, âõîäÿùèå â îáà ðàâåíñòâà, íàéäóòñÿ îäíîçíà÷íî. Äàííûé ìåòîä ïîçâîëèë
ðåøèòü èñ÷åðïûâàþùå ýòó äðåâíþþ çàäà÷ó íå òîëüêî äëÿ âòîðûõ, è äàæå òðåòüèõ ñòåïåíåé, íî
è â îáùåì âèäå.

Èçâåñòíî, ÷òî çàäà÷ó ïî ïîèñêó ÷èñëà Ð Ôèáîíà÷÷è ðåøèë ëèøü äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ, î ÷åì
è óïîìèíàëîñü â ñîõðàí¼ííûõ òðàêòàòàõ. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ñòàëî èíòåðåñíûì åùå è ïîòîìó,
÷òî ïîïóòíî íå áûë ðåøåí âîïðîñ îá èððàöèîíàëüíîñòè ó÷àñòâóþùèõ â ðàâåíñòâàõ ÷èñåë. Ïî
ñòå÷åíèþ îáñòîÿòåëüñòâ èìåííî óïîìèíàíèå Ôèáîíà÷÷è î Ïèôàãîðå â ñâîåé áèáëèîãðàôèè
ïîäñêàçàëî ìíå èäåþ ïîïðîáîâàòü âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì ïîëó÷åíèÿ ïèôàãîðîâûõ òðîåê
÷èñåë. Â ðåçóëüòàòå, ìåòîä äåéñòâèòåëüíî ïîìîã, è ìíå óäàëîñü âûâåñòè âñå ôîðìóëû.

×èñëà Ôèáîíà÷÷è, êàê è ðÿä åãî äðóãèõ çàìå÷àòåëüíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ íàõîäîê, ñòàëè
íåîöåíèìûì âêëàäîì â ìàòåìàòèêó ãàðìîíèè, êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, ñòàëà îòïðàâíîé òî÷êîé
ìíîãèõ îòêðûòèé è â äðóãèõ íàóêàõ. Ïîýòîìó ïîëó÷åíèå íîâûõ çíàíèé î åù¼ íå äî êîíöà
èçâåäàííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ òàéíàõ, êîòîðûìè çàíèìàëñÿ ýòîò âåëèêèé ìàòåìàòèê, ýòî ëó÷øåå
ïðèëîæåíèå ñâîèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ñïîñîáíîñòåé, î ÷åì è ïîâåñòâóåò ìîÿ ðàáîòà.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû:

1. Ãðèöàåíêî Í.Ï., Íó-êà, ðåøè! Ì.: ¾Ïðîñâåùåíèå¿, 1998;

2. Vuzlit.ru, ñòàòüÿ: ¾Ëåîíàðäî Ôèáîíà÷÷è: âêëàä â íàóêó¿/ [Ýëåêòðîííûé ðåñóðñ], - Ðåæèì
äîñòóïà: https://vuzlit.ru/836806/leonardo_�bonachchi_vklad_v_nauku.



Êîììóòàòîð è àññîöèàòîð ïîëóîêòàâ, èõ ñâîéñòâà.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëóîêòàâ è èõ ñõîäèìîñòü

¾Ìàòåìàòèêà¿
Âîëêîâà Êàðèíà Íèêîëàåâíà, Øåâöîâà Êñåíèÿ Îëåãîâíà, Êîçëîâ Àëåêñàíäð Àëåêñàíäðîâè÷ (íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü,

Êàíäèäàò ôèç.-ìàò. íàóê), ìåñòî âûïîëíåíèÿ ðàáîòû: Ãîñóäàðñòâåííîå ó÷ðåæäåíèå îáðàçîâàíèÿ "Ëèöåé ã.
Íîâîïîëîöêà"

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîæåñòâî ïîëóîêòàâ êàê îáîáùåíèå ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.
Äàííîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ íåêîììóòàòèâíûì è íåàññîöèàòèâíûì, â ñâÿçè ñ ÷åì ìîæíî ââåñòè
ïîíÿòèå êîììóòàòîðà ïîëóîêòàâ è èçó÷èòü åãî ñâîéñòâà. Ïî àíàëîãèè ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ìîæåò áûòü ââåäåíû è èññëåäîâàíû íà ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ïîëóîêòàâ.

Îñíîâíûìè ìåòîäàìè, èñïîëüçîâàííûìè â ðàáîòå, ÿâëÿþòñÿ ìåòîäû àðèôìåòèêè
äåéñòâèòåëüíûõ è ãèïåðêîìïëåêñíûõ ÷èñåë, òåîðèè ïðåäåëîâ, à òàêæå òåîðèè ìàòðèö.

Â ðàáîòå äëÿ ìíîæåñòâà ïîëóîêòàâ ââåäåíî ïîíÿòèå êîììóòàòîðà êàê ìåðû îòêëîíåíèÿ
îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ïîëóîêòàâ îò êîììóòàòèâíîñòè, ïðåäëîæåí ñïîñîá åãî âû÷èñëåíèÿ.
Èçó÷åíû îòäåëüíûå ñâîéñòâà àññîöèàòîðà è êîììóòàòîðà, à òàêæå âçàèìîñâÿçü ýòèõ
îïåðàöèé.Êðîìå òîãî, ââåäåíî ïîíÿòèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëóîêòàâ, àðèôìåòè÷åñêèõ
îïåðàöèé íàä òàêèìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè. Äàíû è èçó÷åíû ñâîéñòâà ñõîäèìîñòè (ïîëíîé
è ïî íîðìå) ïîëóîêòàâ, óñòàíîâëåíû íåêîòîðûå ñâîéñòâà ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
ïîëóîêòàâ.

Â äàëüíåéøåì ïëàíèðóåòñÿ ââåñòè ïîíÿòèå ïîëóîêòàâíîé ôóíêöèè, îïðåäåëåííîé íà
ìíîæåñòâå ïîëóîêòàâ, è íà îñíîâàíèè ââåäåííûõ è èññëåäîâàííûõ â äàííîé ðàáîòå ïîíÿòèé
ïðåäåëà è ñõîäèìîñòè âî ìíîæåñòâå ïîëóîêòàâ, ðàññìîòðåòü è èçó÷èòü ñâîéñòâî íåïðåðûâíîñòè
òàêèõ ôóíêöèé.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû:

1. Rosenfeld, B. Geometry of Lie groups / B. Rosenfeld. � Kluwer Academic Publishers, Netherlands,
199

2.

3. Êîçëîâ, À.À. Ìíîæåñòâî ïîëóîêòàâ. I / À.À. Êîçëîâ // Âåñòíèê Ïîëîöêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî
óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ Ñ. Ôóíäàìåíòàëüíûå íàóêè. � 201

4. � �12.



HpHq-âûïóêëûå ôóíêöèè è îáîáùåíèå íåðàâåíñòâ Ã¼ëüäåðà,
Ìèíêîâñêîãî è Ìþðõåäà

¾Ìàòåìàòèêà¿
Ñìîëîâà Âàëåðèÿ Âàëåðüåâíà, Ãîðñêèé Ñåðãåé Ìèõàéëîâè÷ (íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü, Ïðåïîäàâàòåëü ìàòåìàòèêè),

ìåñòî âûïîëíåíèÿ ðàáîòû: äîìà

Â ðàáîòå îáîáùåíû êëàññè÷åñêèå íåðàâåíñòâà Ã¼ëüäåðà, Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî, Ìèíêîâñêîãî,
Ìàëåðà è Ìþðõåäà äëÿ MN -âûïóêëûõ, ïîëó- è ñóïåðàääèòèâíûõ ôóíêöèé.

Èñïîëüçîâàëè ìåòîäû òåîðèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è àíàëîãèþ êëàññè÷åñêèõ
äîêàçàòåëüñòâ íåðàâåíñòâ.

Ïóñòü Ïóñòü f : R+ → R+ ÿâëÿåòñÿ H0H0-âûïóêëîé ôóíêöèåé, aij (1 6 i 6 n, 1 6 j 6 m)

ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, ÷èñëà pj > 1 (1 6 j 6 m) òàêèå, ÷òî
m∑
j=1

1
pj

= 1. Òîãäà äëÿ ôóíêöèè f

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:

m∏
j=1

(
n∑

i=1

f(aij)

) 1
pj

≥
n∑

i=1

f

(
m∏
j=1

a
1
pj

ij

)
.

Òåîðèÿ MN -âûïóêëûõ ôóíêöèé ïîÿâèëàñü ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî. Âñå ïîëó÷åííûå
ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ïî ñóòè äàþò ôóíêöèîíàëüíîå îáîáùåíèå êëàññè÷åñêèõ
íåðàâåíñòâ. Â äàëüíåéøåì ïëàíèðóåòñÿ ïîëó÷èòü èíòåãðàëüíûå àíàëîãè äàííûõ íåðàâåíñòâ.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû:

1. Ìóðàøêî, Â.È. KϕK_ψ-âûïóêëûå ôóíêöèè è îáîáùåíèÿ êëàññè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ / Â.È. Ìóðàøêî,
Ñ.Ì. Ãîðñêèé, ß.È. Ñàíäðûãàéëî // Ïðîáëåìû ôèçèêè, ìàòåìàòèêè è òåõíèêè.� 2018.� �4
(37).� Ñ. 98�102.



Ðàçáèåíèå ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà íà ïîäîáíûå
ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè

¾Ìàòåìàòèêà¿
Âàñåíîâ Èâàí Àëåêñååâè÷, Ñêîïåíêîâ Àðêàäèé Áîðèñîâè÷ (íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü, Äîêòîð ), ìåñòî âûïîëíåíèÿ

ðàáîòû: Íà êðóæêå

Çàäà÷à: îïðåäåëèòü óãëû ïîäîáíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ, ðàçáèâàþùèõ
ïðàâèëüíûé ìíîãîóãîëüíèê, â çàâèñèìîñòè îò êîëè÷åñòâà âåðøèí ìíîãîóãîëüíèêà.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èñïîëüçîâàëñÿ ñëåäóþùèé ôàêò: ïðè ðàçáèåíèå íà ïðÿìîóãîëüíûå
òðåóãîëüíèêè ñ èíûìè óãëàìè, êîëè÷åñòâî ìåíüøèõ îñòðûõ óãëîâ ïðÿìîóãîëüíûõ
òðåóãîëüíèêîâ, îêàçûâàëîñü áîëüøå êîëè÷åñòâà áîëüøèõ îñòðûõ óãëîâ ïðÿìîóãîëüíûõ
òðåóãîëüíèêîâ.

Ðåçóëüòàòîì ÿâëÿëàñü ôîðìóëà, ïîçâîëÿþùàÿ îïðåäåëèòü, â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà âåðøèí
ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà, îïðåäåëèòü âåëè÷èíó óãëîâ, ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ,
ðàçáèâàþùèõ åãî

Â èòîãå áûëà ïîëó÷åíà ôîðìóëà, îïðåäåëÿþùàÿ ðàçáèåíèå ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà íà
ïîäîáíûå ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû:

1. Ì. Ëàñêîâèöà ïîêðûòèå âûïóêëûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ ðàâíûìè òðåóãîëüíèêàìè.



Çàäà÷à î ðàñêðàñêå êëåòîê

¾Ìàòåìàòèêà¿
Øåâ÷óê Àëåêñàíäð Àíäðååâè÷, Êîòèíà Èðèíà Ñåì¼íîâíà (íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü, Ó÷èòåëü ìàòåìàòèêè), ìåñòî

âûïîëíåíèÿ ðàáîòû: Äîìà

1.Åñòü êëåò÷àòîå ïîëå 7×7, â êîòîðîì çàêðàøèâàþò êëåòêè. Êëåòêè, ó êîòîðûõ îáùàÿ
ñòîðîíà íàçûâàþòñÿ ñîñåäíèìè. Ïðè çàêðàøèâàíèè êàêîé-ëèáî êëåòêè çà÷èñëÿþò ñòîëüêî
î÷êîâ, ñêîëüêî ó ýòîé êëåòêè áûëî çàêðàøåííûõ ñîñåäíèõ êëåòîê. Çàêðàøèâàþò âñå 49 êëåòîê
è ñóììèðóþò ïîëó÷åííûå î÷êè. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ëþáîì ïîðÿäêå çàêðàøèâàíèÿ êëåòîê
èòîãîâîå ÷èñëî î÷êîâ íå èçìåíèòñÿ. Íàéäèòå ýòî ÷èñëî.2.Íàçîâåì ïîëÿ óñòîé÷èâûìè, åñëè
èòîãîâîå ÷èñëî î÷êîâ íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà çàêðàøèâàíèÿ ÿ÷ååê. Èòîãîâîå ÷èñëî î÷êîâ íàçîâåì
ìîùíîñòüþ èãðîâîãî ïîëÿ. Èçó÷èòå ïîëÿa.Ïðÿìîóãîëüíîå ïîëå n×m.b.Òðåóãîëüíàÿ ñåòêà ñî
ñòîðîíîé n.c.Ñåòêà èç øåñòèóãîëüíèêîâ n×m. 3.Ðàññìîòðèòå ïîëÿ ñ äðóãèì ¾ñîñåäñòâîì¿
êëåòîê.a.Ïðÿìîóãîëüíîå ïîëå n×m, ñ÷èòàÿ êëåòêè ñîñåäíèìè ïî âåðøèíå;b.Òðåóãîëüíàÿ ñåòêà
ñî ñòîðîíîé n, ñ÷èòàÿ òðåóãîëüíûå ÿ÷åéêè ñîñåäíèìè ïî âåðøèíå;c.Ñåòêà èç øåñòèóãîëüíèêîâ
n×m, ñ÷èòàÿ ÿ÷åéêè ñîñåäíèìè ïî âåðøèíå;d.Òðåõìåðíîå ïîëå èç êóáèêîâ, ñëîæåííûõ â
ïàðàëëåëåïèïåä n×m×k ñ ðàçëè÷íûìè ïðàâèëàìè ñîñåäñòâà êëåòîê.1) Âîçìîæíî ïðèìåíåíèå
ïðåäëîæåííûõ â ðàáîòå ìåòîäîâ â çàäà÷àõ ñ ìàòåìàòè÷åñêèìè èãðàìè;2) Âûâåäåííûå â õîäå
âûïîëíåíèÿ èññëåäîâàíèÿ ôîðìóëû ìîæíî ïðèìåíÿòü äëÿ ñîçäàíèÿ êëþ÷åé øèôðîâàíèÿ
èíôîðìàöèè.

Èíäóêòèâíûé ìåòîä, ìåòîä äîáàâëåíèÿ ãíîìîíîâ,ìåòîä àíàëèçà, ìåòîä ëîãè÷åñêèõ
óìîçàêëþ÷åíèé, ìåòîä îáîáùåíèé, ìåòîä àíàëîãèé.

ß ðåøèë çàäà÷ó î ðàñêðàñêå ïîëåé ðàçíûõ êîíôèãóðàöèé. Äëÿ êàæäîãî ïîëÿ ïîëó÷èë
ôîðìóëû ðàñ÷¼òà ìîùíîñòåé, äîêàçàë óñòîé÷èâîñòü êàæäîãî ïîëÿ. Òàêæå èçó÷èë òèïû ïîëåé, â
êîòîðûõ ðàçëè÷íû ïðàâèëà ñîñåäñòâà êëåòîê. Äëÿ êàæäîãî ïîëÿ ïîëó÷èë ôîðìóëû íàõîæäåíèÿ
ìîùíîñòåé, äîêàçàë óñòîé÷èâîñòü êàæäîãî èç íèõ. Èññëåäîâàë òð¼õìåðíûå ïîëÿ ðàçëè÷íûõ
êîíôèãóðàöèé. Äëÿ ýòèõ ïîëåé ïîëó÷åíû àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû.Òàêèì îáðàçîì, âûäâèíóòàÿ
â ðàáîòå ãèïîòåçà ïîäòâåðäèëàñü.

Âûïîëíåíèå èññëåäîâàíèÿ áûëî èíòåðåñíûì è ïîëåçíûì. Ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå
ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèÿ ÿ âèæó â îáëàñòè øèôðîâàíèÿ èíôîðìàöèè. Âîçìîæíî îáîáùåíèå
ïðåäëîæåííîé èãðû íà ñëó÷àé n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, à òàêæå ïðèâëå÷åíèå ê èãðîâîìó
ïðîöåññó áîëüøåãî êîëè÷åñòâà ó÷àñòíèêîâ ñ âîçìîæíîñòüþ ñîçäàâàòü "àëüÿíñû".

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû:

1. Ðèä Ì. Àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ äëÿ âñåõ. � Ì.: Ìèð, 1991.

2. Ëèíäãðåí Ã. Çàíèìàòåëüíûå çàäà÷è íà ðàçðåçàíèå. � Ì.: Ìèð, 1977.

3. Êàíåëü-Áåëîâ À.ß., Êîëüâàäæè À.Ê. Êàê ðåøàþò íåñòàíäàðòíûå çàäà÷è. � Ì.: ÌÖÍÌÎ, 2004.



ßäðà äåéñòâèé ãðóïï êîñ, ñâÿçàííûõ ñ ðàñêðàñêàìè

¾Ìàòåìàòèêà¿
Áîðèñåíêî Ðîìàí Ìèõàéëîâè÷, Èâàíîâ Àíäðåé Âèêòîðîâè÷, Àëåêñååâ Èëüÿ Ñåðãååâè÷ (íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü,

Ñòóäåíò), ìåñòî âûïîëíåíèÿ ðàáîòû: Â øêîëå

Ñ ïîìîùüþ ðàñêðàñîê êîñ â m öâåòîâ ìîæíî îïðåäåëèòü äåéñòâèå ãðóïï êîñ ñ n ñòðóíàìè
íà (Z/mZ)^n. Ðàíåå ìàòåìàòèêàìè áûëè íàéäåíû áåñêîíå÷íûå ïîðîæäàþùèå ìíîæåñòâà äëÿ
ÿäåð ñîîòâåòñòâóþùèõ äåéñòâèé. Öåëü èññëåäîâàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ïî âîçìîæíîñòè
óïðîñòèòü ýòè ïîðîæäàþùèå ìíîæåñòâà äî êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî íàéäåííûå êîíå÷íûå ìíîæåñòâà êîñ ÿâëÿþòñÿ ïîðîæäàþùèìè,
èñïîëüçîâàëèñü ñâîéñòâà ñîïðÿæåííîñòè ïîëóñêðó÷èâàíèé Äåíà, à òàêæå òåõíèêè èç îáùåé
òåîðèè ãðóïï.

Áûëî íàéäåíî êîíå÷íîå ïîðîæäàþùåå ìíîæåñòâî äëÿ ÿäðà äåéñòâèÿ ãðóïï êîñ,
ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàñêðàñêàì â òðè öâåòà.

Ñóùåñòâóåò ñâÿçü ìåæäó äåéñòâèÿìè ãðóïï êîñ, çàäàííûìè ðàñêðàñêàìè, è ïðåäñòàâëåíèåì
Áóðàó ãðóïï êîñ. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ïðîäâèæåíèÿ â
äîêàçàòåëüñòâå èëè îïðîâåðæåíèè çíàìåíèòîé ãèïîòåçû î òî÷íîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ Áóðàó äëÿ
n=4.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû:

1. Patrick Dehornoy - Action of braids on self-distributive systems.



Ãîìîëîãè÷åñêèå êëàññû ïðîñòûõ çàìêíóòûõ êðèâûõ

¾Ìàòåìàòèêà¿
Ìóðàòîâ Ñåðãåé Àëåêñàíäðîâè÷, Øèøìàð¼â Âèêòîð Ýäóàðäîâè÷, Àëåêñååâ Èëüÿ Ñåðãååâè÷ (íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü,

Ñòóäåíò), ìåñòî âûïîëíåíèÿ ðàáîòû: Â øêîëå

Ðàññìîòðèì êîìïàêòíóþ ïîâåðõíîñòü è ïðîñòóþ çàìêíóòóþ êðèâóþ íà íåé. Ìû
èíòåðåñóåìñÿ, êàêèå èìåííî ãîìîëîãè÷åñêèå êëàññû â ïåðâîé ãðóïïå ãîìîëîãèé ïîâåðõíîñòè
ìîãóò ïîëó÷èòüñÿ òàêèì îáðàçîì

Äëÿ èçó÷åíèÿ êðèâûõ íà ïîâåðõíîñòÿõ áûëè èñïîëüçîâàíû òåõíèêè èç òåîðèè ãîìîëîãèé
(àëãåáðàè÷åñêèé èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ), òåîðèè ñèììåòðèé ïîâåðõíîñòåé(ñêðó÷èâàíèÿ Äåíà) è
òåîðèè ÷èñåë (àëãîðèòì Åâêëèäà).

Áûëî ïîëó÷åíî ÿâíîå îïèñàíèå ãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ ïðîñòûõ çàìêíóòûõ êðèâûõ íà
êîìïàêòíûõ çàìêíóòûõ îðèåíòèðóåìûõ ïîâåðõíîñòÿõ.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèå ïðè èçó÷åíèè ñâÿçåé ìåæäó ðîäîì Õåãîðà
óçëà è äðóãèìè èíâàðèàíòàìè. Â äàëüíåéøåì ïëàíèðóåòñÿ èññëåäîâàòü ñëó÷àé, ïðè êîòîðîì
êîìïàêòíàÿ ïîâåðõíîñòü íå ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðóåìîé.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû:

1. Je�rey R. Weeks - The Shape of Space.



Äèàìåòðû ãðàôîâ êîíå÷íûõ ãðóïï

¾Ìàòåìàòèêà¿
Ãîðáà÷ Ìàðèíà Ïàâëîâíà, Õìûç Àíàñòàñèÿ Äìèòðèåâíà (íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü, Àññèñòåíò êàôåäðû ÂÌ ÔÏÌÈ

ÁÃÓ), ìåñòî âûïîëíåíèÿ ðàáîòû: Ëèöåé ÁÃÓ

Ðàçëè÷íûå ïðèëîæåíèÿ ãðàôîâ Êýëè (Ñaley graphs) ÿâëÿþòñÿ îáúåêòîì èññëåäîâàíèé â
èíôîðìàòèêå, ìàòåìàòèêå, òåîðèè âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì è ñâÿçè. Èõ ñâîéñòâà èñïîëüçóþòñÿ
ïðè àíàëèçå è ïðîåêòèðîâàíèè ñòðóêòóð âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì (ÂÑ), à òàêæå ïðîòîêîëîâ
ðàáîòû ðàñïðåäåëåííûõ àëãîðèòìîâ. Îäíîé èç çíà÷èìûõ îáëàñòåé ïðèìåíåíèÿ ãðàôîâ Êýëè
â òåîðèè ÂÑ ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå îïòèìàëüíûõ ñòðóêòóð ñåòåé ìåæìàøèííûõ ñâÿçåé. Â
äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ îäèí èç ïîêàçàòåëåé ýôôåêòèâíîñòè - äèàìåòð. Äàííàÿ îáëàñòü â
íàõîæäåíèè äèàìåòðîâ ãðàôîâ ïðàêòè÷åñêè íå èññëåäîâàëàñü ðàíåå, ïîýòîìó èìååò ìíîæåñòâî
âîïðîñîâ.Èñïîëüçîâàííûå òåðìèíû: ãðàô Êýëè, ñèñòåìà îáðàçóþùèõ, ãðóïïà, ïîäñòàíîâêà,
òðàíñïîçèöèÿ.Â çàäà÷å òðåáîâàëîñü íàéòè äèàìåòðû ãðàôîâ Êýëè äëÿ ïðèâåä¼ííûõ íèæå ãðóïï
è ðàçëè÷íûõ ñèñòåì îáðàçóþùèõ:1. G - öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà Z_n, ýëåìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ
îñòàòêè ïî ìîäóëþ n, à îïåðàöèåé - ñëîæåíèå ïî ìîäóëþ.2. G=D_n � ãðóïïà ñèììåòðèè
ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà. ×åðåç r_i îáîçíà÷èì ïîâîðîò ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå íà óãîë 2pi*i/n ,
÷åðåç s � îòðàæåíèå îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé îñè ñèììåòðèè ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà.À òàêæå
äëÿ äðóãèõ.Ïîëíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ñîäåðæèòñÿ â ôàéëå ñ ðàáîòîé.

Â îñíîâíîì ðàáîòà áûëà âûïîëíåíà ñ ïîìîùüþ îáùèõ êîìáèíàòîðíûõ ìåòîäîâ: ïîäñ÷¼ò
êîëè÷åñòâà èíâåðñèé â ïåðåñòàíîâêàõ, ïîèñê â øèðèíó è òàê äàëåå. Äëÿ óëó÷øåíèÿ âîñïðèÿòèÿ
íåêîòîðûõ ðàññóæäåíèé áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå "ðåïîçèöèÿ".

Äèàìåòðû íàéäåíû äëÿ ãðàôîâ:1.Ãðóïïû ïî ìîäóëþ n ñ âçàèìíî ïðîñòûì îáðàçóþùèì;2.
Äëÿ äâóõ òèïîâ ñèñòåì îáðàçóþùèõ â äèýäðàëüíîé ãðóïïå;3. Ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû ñ òðåìÿ
òèïàìè ñèñòåì îáðàçóþùèõ.Äëÿ äèàìåòðîâ îñòàëüíûõ ãðàôîâ áûëè ñäåëàíû îöåíêè.Áîëåå
ïîëíîå ðåçþìå èññëåäîâàíèÿ ñîäåðæèòñÿ â ïðèêðåïë¼ííîì ôàéëå.

Â õîäå ðåøåíèÿ áûëè ïîëó÷åíû íîâûå äîñòàòî÷íî èíòåðåñíûå ðåçóëüòàòû, ñäåëàíû îöåíêè
è âûäâèíóòû ãèïîòåçû.Äàëüíåéøèå íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèé:1. Íàõîæäåíèå äèàìåòðîâ
äëÿ íåêîòîðûõ äðóãèõ ñèñòåì îáðàçóþùèõ è âûøåóïîìÿíóòûõ ãðóïï;2. Èçó÷åíèÿ ñòðîåíèÿ
ðàçëè÷íûõ ãðàôîâ Êýëè;3. Ïîèñê çàâèñèìîñòè äèàìåòðîâ ãðàôîâ â ïðîèçâåäåíèè ãðóïï.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû:

1. Æóðíàë Êâàíò, 2009-4;

2. Îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèé ¾ïåðåñòàíîâêà¿ è ¾ïîäñòàíîâêà¿ áûëè âçÿòû èç êóðñà àëãåáðû ÌÖÍÌÎ
ÍÌÓ (îñåíü 2016);

3. Êîñòðèêèí À.È., "Ââåäåíèå â àëãåáðó", ×àñòü

4.



Ãðàôû ñàìîïåðåñå÷åíèé ëîìàíûõ

¾Ìàòåìàòèêà¿
Äóëü Åêàòåðèíà Íèêîëàåâíà, Ïðîõîðîâ Íèêîëàé Ïåòðîâè÷ (íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü, ìàãèñòðàíò ÔÏÌÈ ÁÃÓ),

ìåñòî âûïîëíåíèÿ ðàáîòû: äîìà

Â äàííîé ðàáîòå ïîëîæåíî íà÷àëî èññëåäîâàíèþ è îïèñàíèþ ãðàôîâ ñàìîïåðåñå÷åíèé
ëîìàíûõ.Îíè ÿâëÿþòñÿ ïîäêëàññîì áîëåå îáùåé ñòðóêòóðû, èçó÷àâøåéñÿ ðàíåå, à èìåííî
ñòðóííûõ ãðàôîâ: æîðäàíîâûå êðèâûå A_1, A_2 ... A_n íà ïëîñêîñòè îòîæäåñòâëÿþòñÿ
ñ âåðøèíàìè ãðàôà, ïðè÷¼ì âåðøèíû A_i, A_j ñìåæíû, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå êðèâûå
ïåðåñåêàþòñÿ. Â ñëó÷àå ëîìàíîé âìåñòî êðèâûõ À_1,...,À_n ðàññìàòðèâàþòñÿ å¼ çâåíüÿ è ïî
àíàëîãèè ñòðîèòñÿ ãðàô ñàìîïåðåñå÷åíèé.Îïèñàíèå ñâîéñòâ ñòðóííûõ ãðàôîâ è èõ ïîäêëàññîâ
äî ñèõ ïîð ÿâëÿåòñÿ îòêðûòîé çàäà÷åé, â ðàìêàõ êîòîðîé ïðîâåäåíî íàøå èññëåäîâàíèå.Ãëàâíîé
çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ïîëíî õàðàêòåðèçîâàòü ãðàôû ñàìîïåðåñå÷åíèé ëîìàíûõ,
èññëåäîâàòü èõ êàê ìàòåìàòè÷åñêèé îáúåêò.Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ ðàáîòû:PC-ãðàôû
� êëàññ ãðàôîâ ïåðåñå÷åíèé íåçàìêíóòûõ ëîìàíûõ íà ïëîñêîñòè. CPC-ãðàôû � êëàññ ãðàôîâ
ïåðåñå÷åíèé çàìêíóòûõ ëîìàíûõ.Êðóãîâûå ãðàôû � ãðàô ïåðåñå÷åíèé êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà
õîðä îêðóæíîñòè, ÷òî íå èìåþò îáùèõ òî÷åê, ïðèíàäëåæàùèõ äàííîé îêðóæíîñòè. SEG-ãðàô
� ãðàô ïåðåñå÷åíèé êîíå÷íîãî ÷èñëà îòðåçêîâ íà ïëîñêîñòè.

Â õîäå èññëåäîâàíèÿ áûëî èñïîëüçîâàíî ñî÷åòàíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ è êîìáèíàòîðíûõ
ðàññóæäåíèé, ïîçâîëèâøèõ îòðàçèòü ñâîéñòâà ãåîìåòðè÷åñêîãî îáúåêòà(ëîìàíîé íà ïëîñêîñòè
èëè ðåø¼òêå) â ãðàôå. Òàêæå áûë ïðèìåíåí ðÿä òåîðåòèêî-ãðàôè÷åñêèõ èíñòðóìåíòîâ.

Ïîëó÷åíû ñâîéñòâà PC/CPC-ãðàôîâ: îöåíêè íà êîëè÷åñòâî ðåáåð, çàïðåùåííûå ïîäãðàôû
è îïåðàöèè, ñîõðàíÿþùèå ïðèíàäëåæíîñòü ê êëàññàì PC/CPC.Îïèñàíà ñâÿçü ìåæäó PC/CPC-
ãðàôàìè è êëàññàìè ñòðóííûõ, SEG, êðóãîâûõ ãðàôîâ. Ëþáîé êðóãîâîé ìîæíî ïîïîëíèòü
èçîëèðîâàííûìè âåðøèíàìè äî CPC-ãðàôà.Äàíû íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ îöåíêè êîëè÷åñòâà
ðàçëè÷íûõ k-ðåãóëÿðíûõ CPC-ãðàôîâ, íàéäåíî ìàêñèìàëüíàÿ è ìèíèìàëüíàÿ âîçìîæíàÿ
ñòåïåíü âåðøèí â òàêîì ãðàôå. Àíàëîãè÷íûå âîïðîñû èçó÷åíû äëÿ ãðàôîâ ñàìîïåðåñå÷åíèé
ëîìàíûõ íà öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêå.

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ïîçâîëÿþò óòî÷íèòü ñâîéñòâà ñòðóííûõ ãðàôîâ, à òàêæå óêàçûâàþò íà
òî, ÷òî êëàññû PC è CPC èìåþò ñëîæíóþ ñòðóêòóðó. Â áóäóùåì ïëàíèðóåòñÿ èññëåäîâàòü
àíàëîãè÷íûå êëàññû ãðàôîâ â äðóãèõ ïðîñòðàíñòâàõ, à òàêæå äîïîëíèòü õàðàêòåðèñòèêó óæå
èìåþùèõñÿ.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû:

1. R.E. Tarjan et al. Intersection Graphs of Curves in the Plane.

2. J. Kratochvil.A special planar satis�ability problem and a consequence of its NP-completeness.

3. J. Chalopin. Every Planar Graph is the Intersection Graph of Segments inthe Plane.



Òðàíçèòèâíîñòü ãðàôîâ

¾Ìàòåìàòèêà¿
Ìóðìàíöåâà Çëàòà Èëüèíè÷íà, Ïðîõîðîâ Íèêîëàé Ïåòðîâè÷ (íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü, Ìàãèñòðàíò ÔÏÌÈ ÁÃÓ),

ìåñòî âûïîëíåíèÿ ðàáîòû: Äîìà

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ êëàññ òðàíçèòèâíûõ ãðàôîâ. Íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô
G=(V, E) íàçîâåì n-òðàíçèòèâíûì ãðàôîì, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ âåðøèí u è v, ìåæäó
êîòîðûìè â G ñóùåñòâóåò ïðîñòîé ïóòü äëèíû n, ïðîâåäåíî ðåáðî (u,v). Íàçîâåì n-
ïîïîëíåíèåì ãðàôà G òàêîé ìèíèìàëüíûé ïî âêëþ÷åíèþ ãðàô H, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ n-
òðàíçèòèâíûì è ñîäåðæèò â êà÷åñòâå ïîäãðàôà ãðàô G. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ââåäåì ïîíÿòèÿ
n-òðàíçèòèâíîñòè è n-ïîïîëíåíèÿ äëÿ îðãðàôîâ. Òàêæå áóäåì ñ÷èòàòü îðãðàô G n-ñèëüíî-
òðàíçèòèâíûì â òîì ñëó÷àå, åñëè îò âåðøèíû v äî âåðøèíû u ñóùåñòâóåò ïóòü äëèíû n,
â êîòîðîì âñå âåðøèíû íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íû, òî â G ïðîâåäåíî ðåáðî (v, u).Ñëó÷àé
íåîðèåíòèðîâàííûõ n-òðàíçèòèâíûõ ãðàôîâ äëÿ n >2 ðàíåå èññëåäîâàí íå áûë. Òåì íå
ìåíåå áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðåçóëüòàòîâ áûëî ïîëó÷åíî äëÿ n-òðàíçèòèâíûõ ñèëüíî ñâÿçíûõ
îðãðàôîâ, â ÷àñòíîñòè, òàêèå ãðàôû áûëè ïîëíîñòüþ êëàññèôèöèðîâàíû äëÿ n= 2,3,4. Òàêæå â
ñòàòüÿõ èç ëèòåðàòóðû èññëåäóþòñÿ ñâîéñòâà ñèëüíî ñâÿçíûõ n-òðàíçèòèâíûõ ãðàôîâ, êîòîðûå
ñîäåðæàò îðèåíòèðîâàííûé öèêë äîñòàòî÷íî áîëüøîé äëèíû. Ê òîìó æå 2-òðàíçèòèâíûå
îðèåíòèðîâàííûå ãðàôû èñïîëüçóþòñÿ â íåêîòîðûõ ïðèëîæåíèÿõ â áèîèíôîðìàòèêå.

Â õîäå ðàáîòû áûëè èñïîëüçîâàíû òåîðåòèêî-ãðàôîâûå è êîìáèíàòîðíûå ìåòîäû, à òàêæå
íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû èç òåîðèè àëãîðèòìîâ.

Áûëè ïîëíîñòüþ êëàññèôèöèðîâàíû âñå n-òðàíçèòèâíûå íåîðèåíòèðîâàííûå ãðàôû, n-
ïîïîëíåíèÿ è ÷èñëà òðàíçèòèâíîñòè ïðîèçâîëüíûõ íåîðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ, èññëåäîâàíà
àëãîðèòìè÷åñêàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ çàäà÷è. Äëÿ îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ áûëî ðàññìîòðåíî
ñâîéñòâî n-ñèëüíîé-òðàíçèòèâíîñòè, â ÷àñòíîñòè, áûëè îïèñàíû ñèëüíûå n-ïîïîëíåíèÿ
îðãðàôîâ, êîòîðûå ñîäåðæàò îðèåíòèðîâàííûé öèêë äëèíû n, à òàêæå n-ïîïîëíåíèÿ ñèëüíî
ñâÿçíûõ îðãðàôîâ íå ñîäåðæàùèõ öèêëîâ äëèíû áîëüøå 2.

Òàêèì îáðàçîì, íàìè áûë ïîëó÷åí ðÿä íîâûõ ðåçóëüòàòîâ ïîçâîëÿþùèõ óòî÷íèòü ñòðóêòóðó
êëàññà òðàíçèòèâíûõ ãðàôîâ.Â äàëüíåéøåì ïëàíèðóåòñÿ áîëåå ãëóáîêî èññëåäîâàòü ñâîéñòâà
ñèëüíî-òðàíçèòèâíûõ îðèåíòèðîâàííûõ ïîäãðàôîâ.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû:

1. C.Hernandez-Cruz,3-transitive digraphs;

2. C.Hernandez-Cruz, The structure of strong 4-transitive digraphs;3 .J.Jacob et al. Detecting hier-
archical structure in molecular characteristics of disease using transitive approximations of directed
graphs.



Ìàòåìàòè÷åñêèé ðàñ÷åò ÷èñëà îòðàæåíèé â ñèñòåìàõ çåðêàë
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Àíòîíîâà Êñåíèÿ Äìèòðèåâíà, Òîäîðîâ Åâãåíèé Èãîðåâè÷ (íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü, Ó÷èòåëü ìàòåìàòèêè), ìåñòî

âûïîëíåíèÿ ðàáîòû: â øêîëå

ß çàèíòåðåñîâàëàñü äàííîé òåìîé ïîñëå òîãî, êàê ïðèíÿëà ó÷àñòèå â ¾Òóðíèðå þíûõ
ìàòåìàòèêîâ¿, ãäå ÿ âñòðåòèëàñü ñ òàêîé çàäà÷åé. Ïóñòü íà ïëîñêîñòè âäîëü ïðÿìîé ñâåòèò
ëàçåðíûé ëó÷. Â âàøåì ðàñïîðÿæåíèè åñòü íåñêîëüêî çåðêàë â âèäå îòðåçêîâ (äëèíó
îòðåçêîâ ìîæíî âûáèðàòü íà ñâî¼ óñìîòðåíèå). Åñëè ïîìåñòèòü çåðêàëî íà ïóòè ëó÷à, ñâåò
îòðàçèòñÿ îò íåãî ïî çàêîíó ¾óãîë ïàäåíèÿ ðàâåí óãëó îòðàæåíèÿ¿. Ââåäåì óñëîâèå, ïðè
êîòîðîì ëó÷ó ðàçðåøåíî îòðàæàòüñÿ îò êàæäîãî îòðåçêà ëèøü ïî îäíîé òî÷êå (íî êîëè÷åñòâî
îòðàæåíèé ëó÷à â ýòèõ òî÷êàõ íåîãðàíè÷åííî). Îñíîâíîé öåëüþ çàäà÷è ñòàëî èññëåäîâàíèå
êîëè÷åñòâ îòðàæåíèé, âîçìîæíûõ â äàííîé ñèñòåìå çåðêàë. Öåëü ðàáîòû áóäåò äîñòèãàòüñÿ
ïóò¼ì ðåøåíèÿ ñëåäóþùèõ èññëåäîâàòåëüñêèõ çàäà÷:1. Ðàññìîòðåòü êîëè÷åñòâà îòðàæåíèé â
ñèñòåìàõ çåðêàë íà êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ.2. Âûâåñòè ôîðìóëû ïî íàõîæäåíèþ íàèáîëüøåãî
êîëè÷åñòâà îòðàæåíèé â ëþáîé ñèñòåìå çåðêàë ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ.3. Âûâåñòè ïðàâèëî,
ïî êîòîðîìó áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ìíîæåñòâî îòðàæåíèé, âîçìîæíûõ äëÿ äàííîé ñèñòåìû
çåðêàë.Ñèñòåìà çåðêàëà áûëà ïðåäñòàâëåíà â âèäå ãðàôà. Ãðàô (â ìàòåìàòèêå) � àáñòðàêòíûé
ìàòåìàòè÷åñêèé îáúåêò, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà è íàáîð ð¼áåð, òî
åñòü ñîåäèíåíèé ìåæäó ïàðàìè âåðøèí. Ïîýòîìó ïðè ðåøåíèè çàäà÷ èñïîëüçîâàëàñü òåîðèÿ
ãðàôîâ.

Îñíîâíûìè ìåòîäàìè èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿëèñü èçó÷åíèå òåîðèè, àíàëèç è ñèíòåç ïîëó÷åííûõ
çíàíèé ñ öåëüþ äàëüíåéøåãî ïðîäâèæåíèÿ â âûáðàííîé îáëàñòè è ïîëó÷åíèÿ íîâûõ ðåçóëüòàòîâ.
Ýòè ìåòîäû ïîêàçàëèñü íàèáîëåå âûãîäíûìè, ïîòîìó êàê ïðîåêò ïî áîëüøåé ÷àñòè ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé òåîðèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå.

Â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåíèÿ ðàáîòû áûëè âûâåäåíû ôîðìóëû ïî íàõîæäåíèþ âåðõíåé îöåíêè
êîëè÷åñòâà îòðàæåíèé â ðàçëè÷íûõ ñèñòåìàõ çåðêàë. Áûëè ðàññìîòðåíû ñèòóàöèè, â êîòîðûõ
ëó÷ ìîæåò îòðàæàòü îò çåðêàëà íåñêîëüêî ðàç, ïðèâåäåíû îáîáùåíèÿ. Â ñîîòâåòñòâèè
ñ êàæäûì îòäåëüíûì ñëó÷àåì áûëî âûâåäåíî ïðàâèëî, ïî êîòîðîìó ìîæíî îïðåäåëÿòü
âñåâîçìîæíûå êîëè÷åñòâà îòðàæåíèé â ñèñòåìàõ çåðêàë. Ïðîèçâåäåí àíàëèç êîíêðåòíûõ
ïðèìåðîâ, ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé îôîðìëåíû â âèäå òàáëèö.

Äàííàÿ çàäà÷à èíòåðåñíà ñ íàó÷íîé òî÷êè çðåíèÿ, ïîòîìó ÷òî íåêîòîðûå âîïðîñû ýòîãî
ðàçäåëà ìàòåìàòèêè âñ¼ åù¼ îñòàþòñÿ îòêðûòûìè. Òåì íå ìåíåå, ðàáîòà èìååò è ïðàêòè÷åñêîå
çíà÷åíèå - ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû â îïòèêå èëè îõðàííûõ ñèñòåìàõ.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû:

1. Ñàéò http://spbtym.ru/

2. ¾Ëåêöèè ïî òåîðèè ãðàôîâ¿ Â.À. Åìåëè÷åâ, Î.È. Ñàðâàíîâ, Ð.È. Òûøêåâè÷.

3. " Point Mirror Re�ection" , M. Oskar van Deventer, ¾The Mathemagician and Pied Puzzler: A
Collection in Tribute to Martin Gardner¿.



Êîíöû ãðàôà Äèñòåëÿ - Ëèäåðà DL(2,2)

¾Ìàòåìàòèêà¿
Ñàìóëåâè÷ Ñòåïàí Àëåêñàíäðîâè÷, Ñèí÷óê Ñåðãåé Ñåðãååâè÷ (íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü, Íàó÷íûé ñîòðóäíèê ÑÏáÃÓ),

ìåñòî âûïîëíåíèÿ ðàáîòû: Äîìà

Äëÿ íà÷àëà ââåä¼ì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ: Ëó÷îì â ãðàôå íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íûé
ïðîñòîé ïóòü. Äâà ëó÷à íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò òðåòèé ëó÷, êîòîðûé
ïðîõîäèò ÷åðåç áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî âåðøèí, êàê ïåðâîãî ëó÷à, òàê è âòîðîãî. Êîíöîì ãðàôà
íàçûâàåòñÿ êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ïî ýòîìó îòíîøåíèþ.Â äàííîì ïðîåêòå îïèñûâàåòñÿ ãðàô
DL(2,2), êîòîðûé èññëåäóåòñÿ íà êîëè÷åñòâî êîíöîâ. Ýòîò ãðàô ÿâëÿåòñÿ ãðàôîì Êýëè ãðóïïû
ëàìïî÷íèêà L_2(Z), ïîýòîìó êîëè÷åñòâî åãî êîíöîâ ìîæåò ïðèíàäëåæàòü òîëüêî ìíîæåñòâó
(0,1,2,∞), ÷òî ñëåäóåò èç òåîðåìû Ôðåéäåíòàëÿ-Õîïôà.Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè
êîëè÷åñòâî êîíöîâ ãðàôà DL(2,2).

Äëÿ ðàáîòû ñ ëó÷àìè áûëè èñïîëüçîâàíû ìåòîäû êîìáèíàòîðíîé òåîðèè ãðóïï è òåîðèè
áåñêîíå÷íûõ ãðàôîâ.

Áûëî íàéäåíî òî÷íîå êîëè÷åñòâî êîíöîâ ãðàôà DL(2,2).

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ìîæåò íàéòè ïðèìåíåíèå â ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè ãðóïï. Â áóäóùåì
ïëàíèðóåòñÿ îáîáùèòü ðåçóëüòàò íà ñëó÷àé DL(q,q).

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû:

1. Matt Clay, Dan Margalit - O�ce Hours with a Geometric Group Theorist.



Äèôôåðåíöèàëüíûå íåðàâåíñòâà

¾Ìàòåìàòèêà¿
Áðó¼ê Àëåêñåé Þðüåâè÷, Êîâàëü Ìàðèÿ Ñòåïàíîâíà, Ãîðñêèé Ñåðãåé Ìèõàéëîâè÷ (íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü,

Ïðåïîäàâàòåëü ìàòåìàòèêè), ìåñòî âûïîëíåíèÿ ðàáîòû: äîìà

Â 2017 ãîäó Èëüèí ïðåäëîæèë ñïîñîá ÿâíîãî íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ
íåðàâåíñòâ äëÿ íåêîòîðûõ òèïîâ íåðàâåíñòâ. Äàííàÿ ðàáîòà ïðîäîëæàåò ðàáîòó Èëüèíà
è ïðåäëîæåí ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ ÿâíîãî ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
íåðàâåíñòâ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè âòîðîãî è òðåòüåãî ïîðÿäêà. Ïðåäëîæåí àëãîðèòì
ïîèñêà ÿâíîãî ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ ñ ïîñòîÿííûìè
êîýôôèöèåíòàìè n-îãî ïîðÿäêà.

Ìåòîäû òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ.

Òåîðåìà: ïóñòü y0(x) = exp(λ1x)(
x∫

x0

H(s) exp(λ2 − λ1)sds + D), ãäå H � ïðîèçâîëüíàÿ

äèôôåðåíöèðóåìàÿ íåâîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ è λ1 � ìåíüøèé êîðåíü ñîîòâåòñòâóþùåãî
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Òîãäà y0(x) � ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî íåðàâåíñòâà
ay′′ + by′ + c, y ≤ 0, â êîòîðîì b2 − 4ac ≥ 0.

Òåîðåìû î äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâàõ øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â êà÷åñòâåííîé òåîðèè è
÷èñëåííûõ ìåòîäàõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíè, à òàêæå â ìàòåìàòè÷åñêîì
àíàëèçå. Â äàëüíåéøåì ìû ïëàíèðóåì íàéòè ÿâíîå ðåøåíèå äëÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû:

1. Èëüèí Þ.À. Îáùèå âîïðîñû èíòåãðèðîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ â ÿâíîì âèäå //
Âåñòíèê ÑÏáÃÓ. Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. Àñòðîíîìèÿ. 201

2. Ò. 4 (62). Âûï.

3. Ñ. 597�607.



Ñòðóêòóðà ñèíãóëÿðíûõ îáîáùåííûõ ôóíêöèé ñ òî÷å÷íûìè
íîñèòåëÿìè

¾Ìàòåìàòèêà¿
Áàðèíîâ Ïåòð Ìèõàéëîâè÷, Êóëèêîâ Ïåòð Àëåêñååâè÷ (íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü, Ñòóäåíò ÑÏáÃÓ, 3 êóðñ), ìåñòî

âûïîëíåíèÿ ðàáîòû: â øêîëå

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà èçó÷àåò ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âûñøèõ ïîðÿäêîâ.
Â ÷àñòíîñòè, åñëè ðàññìîòðåòü ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð, òî ïîäîáðàâ íóæíûå
êîýôôèöèåíòû îí ìîæåò ñòàòü îïåðàòîðîì Ëàïëàñà. Ìû èçó÷èëè ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ
ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íà ïðÿìîé, ïðè óñëîâèè ÷òî ó ðåøåíèÿ åñòü
îñîáåííîñòü â íóëå(íå áîëåå ÷åì ñòåïåííàÿ). À èìåííî ìû íàøëè äðóãîå ðåøåíèå äëÿ
ýòîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà, êîòîðîå íå èìååò îñîáåííîñòåé è íàøëè åãî ñâÿçü ñ
ïðåäûäóùèì ðåøåíèåì. Îêàçûâàåòñÿ îíè îòëè÷àþòñÿ íà äåéñòâèå êàêîãî-òî äðóãîãî ëèíåéíîãî
äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà íà ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå ïåðâîãî îïåðàòîðà. Íàçâàëè ýòî
óòâåðæäåíèå òåîðåìîé îá óñòðàíèìîé îñîáåííîñòè ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ. Ñâåëè ýòîò ñëó÷àé ê ñëó÷àþ â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå è ïîêàçàëè ÷òî ìîæíî áðàòü
íàïðèìåð îïåðàòîð Ëàïëàñà, è òàêèì îáðàçîì ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè èëè
âîëíîâîå óðàâíåíèå è äëÿ íèõ óñòðàíÿòü îñîáåííîñòü èõ ðåøåíèÿ â íóëå. Ïîýòîìó ýòà çàäà÷à,
äîñòàòî÷íî çíà÷èìà â ñîâðåìåííûõ èññëåäîâàíèÿõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è íàì ïîìîãëà òåîðèÿ îáîáùåííûõ ôóíêöèé èëè ðàñïðåäåëåíèé. À
èìåííî íàì ïîìîãëî èçó÷åíèå ñòðóêòóðû ñèíãóëÿðíûõ îáîáùåííûõ ôóíêöèé. Ñèíãóëÿðíûå
îáîáùåííûå ôóíêöèè, â êàêîì òî ñìûñëå, ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ñ îñîáåííîñòÿìè, ïîýòîìó
èìåííî èõ èçó÷åíèå ïîâëåêëî ê íàõîæäåíèþ òàêîé âàæíîé òåîðåìû îá óñòðàíèìîé îñîáåííîñòè
äëÿ ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îá óñòðàíèìîé îñîáåííîñòè
äëÿ ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Òàêæå áûëè ïîëó÷åíû ïðîìåæóòî÷íûå
ðåçóëüòàòû â îáëàñòè îáîáùåííûõ ôóíêöèé:âèä îáîáùåííûõ ôóíêöèé ñ òî÷å÷íûì íîñèòåëåì,
è íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ äëÿ âûïîëíèìîñòè ôîðìóëû, î êîòîðîé ìå÷òàåò ëþáîé øêîëüíèê,
ó÷àùèéñÿ èíòåãðèðîâàòü. Ôîðìóëà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî èíòåãðàë îò ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ
ôóíêöèé ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ èíòåãðàëîâ ýòèõ äâóõ ôóíêöèé ïî îòäåëüíîñòè.

Ðåçþìèðóÿ: óñòðàíèëè îñîáåííîñòü â ëèíåéíîì äèôôåðåíöèàëüíîì óðàâíåíèè. Äàëüíåéøèå
èññëåäîâàíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ýòîé çàäà÷åé, êîòîðûå áóäóò åùå áîëåå âàæíû â òåîðèè óðàâíåíèé
ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Íàïðèìåð ìîæíî ðàññìîòðåòü çàäà÷ó íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè äëÿ
ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè. Âîçìîæíî ïðèìåíåíèå íàøåé çàäà÷è â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé, äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ, êâàíòîâîé ôèçèêå è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû:

1. Ì.È. Âèøèê. Îáîáùåííûå ôóíêöèè. ÌÃÓ, 1997.

2. Ñ.Í. Âàñèëüåâ, Â.Ò. Øåâàëäèí. Ãàðìîíè÷åñêèé àíàëèç. Åêàòåðèíáóðã, 2014.



Ðàñêðàñêà ïîâåðõíîñòåé

¾Ìàòåìàòèêà¿
Áåêåòîâ Åãîð Äàíèëîâè÷, Õàçàëèÿ Ëèàíà Áàäðèåâíà (íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü, áàêëàíàâð ÁÃÓ), ìåñòî âûïîëíåíèÿ

ðàáîòû: Ëèöåé ÁÃÓ

Îòíîñèòåëüíî ðàçëè÷íûõ êîìïîçèöèé ïðåîáðàçîâàíèé íà ðàçëè÷íûõ ïîâåðõíîñòÿõ íàõîäèòñÿ
ìíîæåñòâî ðàñêðàøåííûõ òî÷åê, óñòîé÷èâîå ê ðàññìàòðèâàåìîé êîìïîçèöèè ïðåîáðàçîâàíèé.

Êîìáèíàòîðèêà, íåðàâåíñòâà, ãåîìåòðèÿ.

Ðåøèëè âñþ ñôîðìóëèðîâàííóþ ïîñòàíîâêó, ïðèâåëè êðàñèâûå îáîáùåíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ
ïîâåðõíîñòåé.

Ïðîâåäåíî îáøèðíîå èññëåäîâàíèå êîìáèíàòîðíî-ãåîìåòðè÷åñêîé çàäà÷è.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû:

Íåò.



Ðàñ÷åò ïåðåìåùåíèÿ îáúåêòîâ

¾Ìàòåìàòèêà¿
Êàëèí÷óê Âàëåðèÿ Âàëåðüåâíà, Êàëèí÷óê Âàëåðèé Íèêîëàåâè÷ (íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü, Ó÷èòåëü ìàòåìàòèêè),

ìåñòî âûïîëíåíèÿ ðàáîòû: â øêîëå

Èìååòñÿ äîðîæêà èç êëåòîê. À òàêæå îáúåêòû, íàõîäÿùèåñÿ íà îäíîì èç êîíöîâ äîðîæêè.
Çà îäèí õîä ñ÷èòàåòñÿ:1. Ïåðåìåùåíèå íà îäíó êëåòêó.2. Ïðûæîê ÷åðåç ñîñåäíèé îáúåêò.3.
Ïðûæîê ÷åðåç íåñêîëüêî îáúåêòîâ, ìåæäó êîòîðûìè åñòü ñâîáîäíàÿ êëåòêà. Íà äîðîæêå 1×25
èìååòñÿ ÷åòûðå îáúåêòà. Çà êàêîå ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî õîäîâ èõ ìîæíî ïåðåìåñòèòü íà
äðóãîé êîíåö äîðîæêè. Çà ñêîëüêî õîäîâ îäèí îáúåêò ïðîéäåò äîðîæêó ðàçìåðîì 1×f. Çà
ñêîëüêî õîäîâ äâà îáúåêòà ïðîéäóò äîðîæêó 1×f. Çà ñêîëüêî õîäîâ m îáúåêò ïðîéäóò äîðîæêó
1×f. Çà ñêîëüêî õîäîâ m îáúåêò ïðîéäóò ïîëå m×f.

Â ðàáîòå ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ ðàñ÷åòà êîëè÷åñòâà õîäîâ çà êîòîðîå îáúåêò ïðåîäîëååò
äàííîå ðàññòîÿíèå.

Ðåøåíû òàêèå çàäà÷è, êàê:1. Çà ñêîëüêî õîäîâ 4 îáúåêòà ïðîéäóò ïîëå 1×25 (÷àñòíûé
ñëó÷àé)Îòâåò: çà 32 õîäà2. Çà ñêîëüêî õîäîâ 2 îáúåêòà ïðîéäóò ïîëå 1×f (îáùèé ñëó÷àé)k=f-23.
Çà ñêîëüêî õîäîâ 3 îáúåêòà ïðîéäóò ïîëå 1×f (îáùèé ñëó÷àé)k=3([f/2]-1)-2(f+1)/24. Çà ñêîëüêî
õîäîâ m îáúåêòîâ ïðîéäóò ïîëå 1×f (îáùèé ñëó÷àé)k=3([f/2]-1)-(dm/2e*2-4+2(f+1)/2)5. Çà
ñêîëüêî õîäîâ m îáúåêòîâ ïðîéäóò ïîëå m×f (îáùèé ñëó÷àé)k=(m-6m/2)/2 (f+2)+2m/2(3([f/2]-
1)-2(f+1)/2+8)

Â ñîâðåìåííîì ìèðå àâòîìàòè÷åñêèõ ñèñòåì õðàíåíèÿ è ïåðåìåùåíèÿ îáúåêòîâ íà ñêëàäàõ
è òðàíñïîðòå ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû äëÿ ñîçäàíèÿ àëãîðèòìîâ
îïòèìàëüíîãî ðàçìåùåíèÿ. Ðàçâèòèå äàííîé çàäà÷è âîçìîæíî äëÿ ïðîñòðàíñòâà.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû:



Ïðîâåðêà èçîìîðôíîñòè ñêëååê èç ïðàâèëüíûõ
ìíîãîóãîëüíèêîâ

¾Ìàòåìàòèêà¿
Ïàêóëüíåâè÷ Êîíñòàíòèí Ìèõàéëîâè÷, Çîëîòîâ Áîðèñ Àëåêñååâè÷ (íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü, Ïðåïîäàâàòåëü

ËÍÌÎ), ìåñòî âûïîëíåíèÿ ðàáîòû: â øêîëå

Ðàáîòà îñíîâîíà íà òåîðåìà Àëåêñàíäðîâà è àëãîðèòìå ×åíà-Õàíà è ðàññìàòðèâàåò ñêëåéêè
èç ïðàâèëüíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ.Öåëü äàííîãî ïðîåêòà � ðàçðàáîòàòü ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì
ïðîâåðêè èçîìîðôíîñòè äâóõ ðàçâ¼ðòîê, òî åñòü òîãî, ÷òî èì ñîîòâåòñòâóþò îäèíàêîâûå
ìíîãîãðàííèêè. Â ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå ðàçâåðòêè. Ðàçâ¼ðòêà ìíîãîãðàííèêà �
ñîâîêóïíîñòü ìíîãîóãîëüíèêîâ ñ óêàçàíèåì òîãî, êàêèå ñòîðîíû è âåðøèíû ìíîãîóãîëüíèêîâ
äîëæíû áûòü ñêëååíû è ñîîòâåòñòâóþò îäíèì è òåì æå òî÷êàì. Òåîðåìà Àëåêñàíäðîâà
óòâåðæäàåò ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî âûïóêëîãî ìíîãîãðàíèêà, ñîîòâåòñòâóþùåãî äàííîé
ðàçâåðòêå, åñëè äëÿ íå¼ âûïîëíåíû íåñêîëüêî ïðîñòûõ ñâîéñòâ.Àëãîðèòì ×åíà-Õàíà,
èñïîëüçóåìûé â ðàáîòå, ïîçâîëÿåò íàõîäèòü êðàò÷àéøèå ïóòü íà ïîâåðõíîñòè ìíîãîãðàííèêà.

Áûëè èñïîëüçîâàíû áàçîâûå òåõíèêè òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêè è âû÷èñëèòåëüíîé
ãåîìåòðèè, ñ èõ ïîìîùüþ áûëè îïèñàíû îñíîâíûå àëãîðèòìû è óñòàíîâëåíà èõ âû÷èñëèòåëüíàÿ
ñëîæíîñòü.

Íàéäåí àëãîðèòì, ðåøàþùèé çàäà÷ó ïðîâåðêè èçîìîðôíîñòè çà O(n2), çàäà÷à áûë îáîáùåíà
äëÿ äðóãèõ ïðàâèëüíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ. Â õîäå âûïîëíåíèÿ ðàáîòû áûë íàéäåí àëãîðèòì
íàõîæäåíèÿ âåðøèí â ñêëåéêàõ èç òðåõ-, ÷åòûðåõ- è øåñòèóãîëüíèêîâ.Òàêæå áûëè îïèñàíû âñå
êðàò÷àéøèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � òî åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîãîóãîëüíèêîâ, ïî êîòîðûì
ïðîõîäèò êðàò÷àéøèé ïóòü � äëÿ ðàçâ¼ðòîê èç êâàäðàòîâ.

Ðàáîòà äà¼ò âîçìîæíîñòü èìïëåìåíòàöèè ïðîãðàììû, ïåðå÷èñëÿþùåé âñå âîçìîæíûå
ìíîãîãðàííèêè, ñêëååííûå èç n êâàäðàòîâ, ïîäâîäèò ïîä ýòî íåîáõîäèìóþ òåîðåòè÷åñêóþ áàçó.
Â êà÷åñòâå ïðîäîëæåíèÿ èññëåäîâàíèÿ ìîæåò âûñòóïèòü ïîïûòêà óìåíüøèòü âû÷èñëèòåëüíóþ
ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ïðîâåðêè èçîìîðôíîñòè âïëîòü äî ëèíåéíîé.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû:

1. Àëåêñàíäðîâ, A. (1950). Âûïóêëûå ìíîãîãðàííèêè.

2. Arseneva, E., Langerman, S., and Zolotov, B. (2019). A complete list of all convex shapes made by
gluing regular pentagons.

3. J.Chen and Y.Han, Shortest paths on a Polyhedron.



Ãîìîòîïè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ êîíôèãóðàöèîííûõ
ïðîñòðàíñòâ ãðàôîâ

¾Ìàòåìàòèêà¿
Ãðèùåíêî Èëüÿ Èâàíîâè÷, Àéâàçüÿí Àðøàê Âëàäèìèðîâè÷ (íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü, Ñòóäåíò ÑÏáÃÓ), ìåñòî

âûïîëíåíèÿ ðàáîòû: Â øêîëå

Îñíîâíîé îáúåêò äàííîé ðàáîòû- êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî.Ïóñòü G- êîìïàêòíîå
òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ìîòèâàöèÿ ê îïðåäåëåíèþ ïðîñòðàíñòâà êîíôèãóðàöèé
G â X : ïðîñòðàíñòâî òî÷êàìè, êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ âëîæåíèÿ G â X, à ïóòÿìè �
îáúåìëþùèå èçîòîïèè.Ôîðìàëüíåé íåóïîðÿäî÷åííîå êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî- ýòî
ôàêòîð ïðîñòðàíñòâà âëîæåíèåé G â X ñ òîïîëîãèåé, ïîõîæåé íà êîìïàêòíî-îòêðûòóþ (íî
íåñêîëüêî áîãà÷å, çàñ÷åò òîãî, ÷òî äîïîëíèòåëüíî îáúÿâëåíû îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè êëàññû
èçîòîïíîñòè) ïî îòíîøåíèþ "ðàâåíñòâî îáðàçîâ".Èçíà÷àëüíî íàøåé öåëüþ áûëî âû÷èñëåíèå
ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï ïðîñòðàíñòâ êîíôèãóðàöèé òîïîëîãè÷åñêèõ ãðàôîâ â ïëîñêîñòè. Íî
â õîäå âû÷èñëåíèÿ ìû êëàññèôèöèðîâàëè ýòè ïðîñòðàíñòâà ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòîïè÷åñêîé
ýêâèâàëåíòíîñòè.

Äëÿ âû÷èñëåíèé ãîìîòîïè÷åñêîãî òèïà ìû íàøëè â êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå
äåôîðìàöèîííûé ðåòðàêò, ãîìåîìîðôíûé ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ ïëîñêîñòè íà îêðóæíîñòü.
Ïðè ôàêòîðèçàöèè êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà ïî "ðàâåíñòâó îáðàçîâ" â çàâèñèìîñòè îò
ãðàôà îêðóæíîñòü ëèáî ñêëåèâàåòñÿ â òî÷êó, ëèáî (ñêëàäûâàÿñü n ðàç) îñòàåòñÿ îêðóæíîñòüþ.

Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîãî ãðàôà G : êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî G â ïëîñêîñòè
ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî îêðóæíîñòè èëè ñòÿãèâàåìî.

Â äàëüíåéøåì ìû ïëàíèðóåì êëàññèôèöèðîâàòü êîíôèãóðàöèîííûå ïðîñòðàíñòâà ãðàôîâ â
ïëîñêîñòè ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìåîìîðôíîñòè.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû:

1. Åñòü íàïðàâëåíèå â ìàòåìàòèêå ïî èññëåäîâàíèþ êîíôèãóðàöèîííûõ ïðîñòðàíñòâ òî÷åê. À
ñðåäè îáîáùåíèé ýòîãî ïîíÿòèÿ íàì óäàëîñü íàéòè òîëüêî "Ñon�guration spaces of rings and
wickets (Brendle, Hatcher)", íà êîòîðóþ íàì íå ïðèøëîñü ññûëàòüñÿ â ðàáîòå.



Ãàðàíòèðîâàííûé ïîèñê â òîïîëîãè÷åñêèõ ãðàôàõ

¾Ìàòåìàòèêà¿
Øóòîâà Ñàøà Ñòåïàíîâíà, Àéâàçüÿí Àðøàê Âëàäèìèðâè÷ (íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü, Ñòóäåíò ÑÏáÃÓ), ìåñòî

âûïîëíåíèÿ ðàáîòû: Â øêîëå

Çàäà÷à ãàðàíòèðîâàííîãî ïîèñêà â òîíêîì ïðîñòðàíñòâå ôîðìàëüíî ñòàâèòñÿ òàêèì îáðàçîì
: äàí òîïîëîãè÷åñêèé ãðàô X, òðåáóåòñÿ íàéòè òàêîå íàèìåíüøåå íàòóðàëüíî ÷èñëî n,
÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé íàáîð ñòðàòåãèÿ íà n ïðåñëåäîâàòåëÿõ, ÿâëÿþùàÿñÿ øòóðìîì. Ýòî
÷èñëî íàçûâàåòñÿ ïîèñêîâûì ÷èñëîì ãðàôà (òî÷íåå ðåáåðíî-ïîèñêîâûì).Ñòðàòåãèåé íà n
ïðåñëåäîâàòåëÿõ íàçûâàåòñÿ íàáîð èç n íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, äåéñòâóþùèõ èç îòðåçêà â
X.Øòóðìîì íàçûâàåòñÿ ñòðàòåãèÿ, òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè èç îòðåçêà â X
ñóùåñòâóåò âåùåñòâåííîå ÷èñëî t ∈ [0, 1] òàêîå, ÷òî f(t) = g(t) äëÿ íåêîòîðîãî g èç ñòðàòåãèé.

Ïðèäóìàâ íîâóþ çàäà÷ó, ãäå òðàåêòîðèè ïðåñëåäîâàòåëåé ìîãëè êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç
ïðåðûâàòüñÿ, äîêàçàëè, ÷òî îíà ýêâèâàëåíòíà èñõîäíîé. Â íîâîé ôîðìóëèðîâêå ìû äîêàçàëè
òåîðåìó î ìîíîòîííîñòè: åñëè ñóùåñòâóåò øòóðì íà n ïðåñëåäîâàòåëÿõ, òî ñóùåñòâóåò øòóðì
íà n ïðåñëåäîâàòåëÿõ áåç ïîòåðè òåððèòîðèè. Òåïåðü, ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî ãðàô íå øòóðìóåòñÿ
n ïðåñëåäîâàòåëÿìè ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî ëþáîé ñòðàòåãèÿ íà n ïðåñëåäîâàòåëÿõ íå ÿâëÿåòñÿ
ìîíîòîííîé.

Íàøèì îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î íèæíåé ãðàíèöå
ïîèñêîâîãî ÷èñëà äëÿ âñåõ òîïîëîãè÷åñêèõ ãðàôîâ. Ðåçóëüòàò îñíîâàí íà ëåììå î ìîíîòîííîñòè
ñòðàòåãèè. Êðîìå òîãî, ìû îïòèìèçèðîâàëè ïðèìåíåíèå ýòîé òåîðåìû äëÿ âñåõ òîïîëîãè÷åñêèõ
ãðàôîâ.

Îäíîé èç ïðèîðèòåòíûõ öåëåé íàøåãî èññëåäîâàíèÿ, êîòîðóþ íàì ïîêà íå óäàëîñü
äîñòè÷ü, ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëåíèå ïîèñêîâîãî ÷èñëà äëÿ ãðàôîâ Êýëè ãðóïï, ÿâëÿþùèõñÿ ïðÿìûìè
ïðîèçâåäåíèÿìè äâóõ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï (ò.å. äëÿ "êàðêàñîâ òîðà").

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû:

1. Ãîëîâà÷ Ï. À. Ìèíèìàëüíûå äåðåâüÿ ñ äàííûì ïîèñêîâûì ÷èñëîì Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà.
1992.

2. Àáðàìîâñêàÿ Ò. Â., Ïåòðîâ Í. Í. Òåîðèÿ ãàðàíòèðîâàííîãî ïîèñêà íà ãðàôàõ Âåñòíèê ÑÏáÃÓ.
Ñåð.

3. 201

4.



Àññîöèàòèâíûå ìíîãî÷ëåíû íàä ïîëÿìè âû÷åòîâ
¾Ìàòåìàòèêà¿

Ìîë÷àíîâ Êîíñòàíòèí Àëåêñååâè÷, Àéâàçüÿí Àðøàê Âëàäèìèðîâè÷ (íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü, Ñòóäåíò ÑÏáÃÓ),
ìåñòî âûïîëíåíèÿ ðàáîòû: Øêîëà

Êàæäûé ìíîãî÷ëåí P îò äâóõ ïåðåìåííûõ íàä êîëüöîì R èíäóöèðóåò ñòðóêòóðó ìàãìû.
Íàøà çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû èññëåäîâàòü àññîöèàòèâíîñòü ýòîé ñòðóêòóðû â òåðìèíàõ
ìíîãî÷ëåíà.Ýòà çàäà÷à â íåñêîëüêî äðóãîé ïîñòàíîâêå óæå èññëåäîâàëàñü ìàòåìàòèêàìè (ñì.
ëèòåðàòóðó) : ãäå âìåñòî àññîöèàòèâíîñòè ìíîãî÷ëåíà êàê áèíàðíîé ôóíêöèè, èññëåäîâàëàñü
àññîöèàòèâíîñòü ìíîãî÷ëåíà êàê ôîðìàëüíîãî âûðàæåíèÿ. Íî âñå ìíîãî÷ëåíû îáëàäàþùèå
"ôîðìàëüíîé àññîöèàòèâíîñòüþ" èìåþò âèä axy + bx + cy + d, êîãäà, íàïðèìåð, ìíîãî÷ëåí
x^2 àññîöèàòèâåí íàä êîëüöîì Z\3Z.

Ýëåìåíòàðíûé ìåòîä òåîðèè êîëåö.

Áûëè êëàññèôèöèðîâàíû âñå ëèíåéíûå àññîöèàòèâíûå ìíîãî÷ëåíû íàä îáëàñòüþ
öåëîñòíîñòè è âñå àññîöèàòèâíûå íàä Z/2Z.

Äàëüíåéøèå ïóòè ðàçâèòèÿ çàäà÷è êëàññèôèêàöèÿ àññîöèàòèâíûõ ìíîãî÷ëåíîâ íàä
íåêîòîðûìè äðóãèìè êîëüöàìè âû÷åòîâ.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû:

1. (Brawly , Shuhong , Mills) "Associative rational functions in two variables".



Ãåîìåòðèÿ ñâîáîäíûõ íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï

¾Ìàòåìàòèêà¿
Ñåìèäåòíîâ Àðò¼ì Àëåêñååâè÷, Ìàãäèåâ Ðóñëàí Òèìóðîâè÷ (íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü, Ñòóäåíò 1 êóðñà), ìåñòî

âûïîëíåíèÿ ðàáîòû: â øêîëå

Ìû ðàññìàòðèâàåì ñâîáîäíûå íèëüïîòåíòíûå ãðóïïû è èçó÷àåì èõ ãåîìåòðèþ. Ñëó÷àé
ïåðâîé ñòóïåíè (ñâîáîäíûå àáåëåâû ãðóïïû) è âòîðîé ñòóïåíè (äèñêðåòíàÿ ãðóïïà Ãåéçåíáåðãà
è å¼ àíàëîãè) íèëüïîòåíòíîñòè áûë ïîäðîáíî èçó÷åí ìàòåìàòèêàìè: èçâåñòíî ÿâíîå âûðàæåíèå
äëÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ ýëåìåíòàìè, ñóùåñòâóåò îïèñàíèå ãåîäåçè÷åñêèõ (äëÿ äèñêðåòíîé
ãðóïïû Ãåéçåíáåðãà îíî òåñíî ñâÿçàíî ñ ìèíèìàëüíûìè ïî ïåðèìåòðó ïîëèìèíî) è ò.ï.
Ñâåðõçàäà÷åé äàííîãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå ïîäîáíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ àñïåêòîâ äëÿ
ãðóïï áîëåå âûñîêèõ ñòóïåíåé íèëüïîòåíòíîñòè.

Ìû îïèñûâàåì è èñïîëüçóåì íîâûå ìîäåëè äëÿ ãðàôîâ Êýëè ñâîáîäíûõ íèëüïîòåíòíûõ
ãðóïï è îïèðàåìñÿ íà ñâÿçè ìåæäó ìîäåëÿìè ðàçíûõ ñòóïåíåé íèëüïîòåíòíîñòè. Êðîìå òîãî,
ìû îáîáùàåì íà áîëåå îáùèé ñëó÷àé è èñïîëüçóåì ïîíÿòèå ðîêèðîâêè, âïåðâûå äàííîå äëÿ
ãðóïï ñòóïåíåé îäèí è äâà.

Ìû óñòàíàâëèâàåì ãåîìåòðè÷åñêèé êðèòåðèé ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ ñëîâ â àëôàâèòå
ñòàíäàðòíûõ îáðàçóþùèõ. Êðîìå òîãî, ìû óêàçûâàåì ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ
íîðìàëüíîé ôîðìû â òåðìèíàõ ïëîùàäåé íåêîòîðûõ ïðîåêöèé.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ ôóíäàìåíòîì äëÿ ñîçäàíèÿ îáùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ìîäåëè
ñâîáîäíûõ íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï, â ðàìêàõ êîòîðîé âîçìîæíî îïèñàíèå èõ ãåîìåòðè÷åñêèõ
àñïåêòîâ.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû:

1. M. Shapiro, A geometric approach to the almost convexity and growth of some nilpotent groups, 1989



Î ñòðóêòóðå ïîðîæäàþùèõ ìíîæåñòâ ãðóïïû áèåêöèé
ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà

¾Ìàòåìàòèêà¿
Äåíèñîâà Àëåêñàíäðà Äåíèñîâíà, Ñåìåíîâ Àíäðåé Âÿ÷åñëàâîâè÷ (íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü, àñïèðàíò ÏÎÌÈ ÐÀÍ),

ìåñòî âûïîëíåíèÿ ðàáîòû: ËÍÌÎ

Ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà S(Q) ÿâëÿåòñÿ áîëüøîé ãðóïïîé ïî íåôîðìàëüíîé êëàññèôèêàöèè
À. Ì. Âåðøèêà, ÷òî îçíà÷àåò òðóäíîñòü â èçó÷åíèè äàæå ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ è ïîäãðóïï. Â
÷àñòíîñòè, ïî÷òè íè÷åãî íå èçâåñòíî ïðî ñèñòåìû ïîðîæäàþùèõ ìíîæåñòâ äàííîé ãðóïïû.
Äæîðäæ Áåðãìàí äîêàçàë ðÿä óòâåðæäåíèé ïðî ìîíîèäû, êîòîðûå ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ
ïîðîæäàþò âñþ ãðóïïó S(Q), à òàêæå äîêàçàë, ÷òî â ýòîé ãðóïïå íå ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íûõ
ðÿäîâ ñîáñòâåííûõ âëîæåííûõ äðóã â äðóãà ïîäãðóïï. Îäíàêî áîëüøàÿ ÷àñòü ðåçóëüòàòîâ
Áåðãìàíà íå ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà íà ïðàêòèêå â ñèëó ÷ðåçâû÷àéíî ðåäêîãî âûïîëíåíèÿ
óñëîâèé åãî óòâåðæäåíèé. Íàìè áûë ïîñòàâëåí âîïðîñ îòûñêàíèÿ êðèòåðèåâ ïîðîæäåíèÿ
äëÿ íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ ïîäìíîæåñòâ S(Q). Ïðî ïðîèçâîëüíûå ïîðîæäàþùèå ìíîæåñòâà
èçâåñòíî êðàéíå ìàëî, è ñôîðìóëèðîâàòü ÷åòêèå êðèòåðèè òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè ìíîæåñòâî
ýëåìåíòîâ ïîðîæäàþùèì äëÿ áåñêîíå÷íîé ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû, ïî-âèäèìîìó, íåâîçìîæíî
â ñèëó ñëèøêîì áîëüøèõ ðàçìåðîâ ãðóïïû. Îäíàêî ýòîò âîïðîñ ðàçðåøèì äëÿ íåêîòîðûõ
ñïåöèàëüíûõ ïîäñèñòåì - â ÷àñòíîñòè, íàìè áûëè ðàññìîòðåíû ïîäìíîæåñòâà "ëîêàëüíî-
êîíå÷íûõ" ïåðåñòàíîâîê LF, "êîëüöåâûõ" ïåðåñòàíîâîê R è "äèêèõ" ïåðåñòàíîâîê W. Îñíîâíîé
ðåçóëüòàò, äîêàçàííûé íàìè, ñîñòîèò â òîì, ÷òî êàæäîå èç ýòèõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ
ïîðîæäàþùèì äëÿ S(Q).

Ìåòîäû êëàññè÷åñêîé òåîðèè ãðóïï, ñ÷åò ïåðåñòàíîâîê â öèêëàõ.

Ïåðåñòàíîâêà f íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî êîíå÷íîé, åñëè äëÿ ëþáîãî x èç Q îðáèòà x
êîíå÷íà. Ìíîæåñòâî ëîêàëüíî-êîíå÷íûõ ïåðåñòàíîâîê áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç LF.Ïåðåñòàíîâêà
f íàçûâàåòñÿ êîëüöåâîé, åñëè îíà èìååò ëèøü êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî îðáèò. Ìíîæåñòâî êîëüöåâûõ
ïåðåñòàíîâîê áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç R.Ïåðåñòàíîâêà f íàçûâàåòñÿ äèêîé, åñëè ó íåå åñòü
áåñêîíå÷íî ìíîãî áåñêîíå÷íûõ îðáèò. Ìíîæåñòâî äèêèõ ïåðåñòàíîâîê áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç
W.Îñíîâíîé ðåçóëüòàò: êàæäîå èç ìíîæåñòâ LF,R è W ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþùèì ìíîæåñòâîì
äëÿ S(Q)

Äàííàÿ ðàáîòà ðåøàåò âîïðîñ ïîðîæäåíèÿ äëÿ ÷àñòíîé ñåðèè ïîäìíîæåñòâ S(Q).
Âîçìîæíûì ïóòåì ðàçâèòèÿ çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèå äàííîé ðàáîòû íà áîëåå øèðîêèé êëàññ
ïîäìíîæåñòâ.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû:

1. George M. Bergman, Generating in�nite symmetric groups

2. H. D. Macpherson and Peter M. Neumann, Subgroups of infnite symmetric groups

3. Stephen W. Semmes, Infnite symmetric groups, maximal subgroups, and �lters



Ôóíêöèè äûðÿâîñòè

¾Ìàòåìàòèêà¿
Ôàðàôîíîâ Åãîð Àëåêñàíäðîâè÷, Ìóêîñååâ Ëåâ Àíäðååâè÷, Ñåðãåé Îëåãîâè÷ Èâàíîâ (íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü,

Êàíäèäàò íàóê), ìåñòî âûïîëíåíèÿ ðàáîòû: â øêîëå

Ïîíÿòèå ÷èñëà äûðîê â êàêîé ëèáî ôèãóðå ìîæíî ôîðìàëèçîâàòü íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè.
Îáû÷íî ýòà ôîðìàëèçàöèÿ ïðîèñõîäèò íà ÿçûêå òåîðèè ãîìîòîïèé, à ïîä �ôèãóðîé� ïîíèìàåòñÿ
ëèáî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ëèáî ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ (ëèáî äðóãàÿ ìîäåëü
ïðîñòðàíñòâà). Ìû áóäåì ãîâîðèòü íà ÿçûêå ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ. Òàê êàê ìû
ãîâîðèì íà ÿçûêå òåîðèè ãîìîòîïèé, ìû òðåáóåì ãîìîòîïè÷åñêóþ èíâàðèàíòíîñòü îò ÷èñëà
äûðîê. Îáû÷íî ïîä ÷èñëîì äûðîê ïîíèìàþò ïåðâîå ÷èñëî Áåòòè. Íî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ÷èñëî
Áåòòè íå óäîâëåòâîðÿåò íåêîòîðûì åñòåñòâåííûì òðåáîâàíèÿì íà ÷èñëî äûðîê. Ìû çàäàëèñü
âîïðîñîì î òîì, êàêèå óñëîâèÿ äîëæíû áûòü âûïîëíåíû ÷òîáû êàêîå-òî ÷èñëî, àññîöèèðîâàííîå
ñ ñèìëèöèàëüíûì êîìïëåêñîì, ìîæíî áûëî áû íàçâàòü ÷èñëîì äûðîê ýòîãî ñèìëèöèàëüíîãî
êîìïëåêñà.

Áûëè èñïîëüçîâàíû ìåòîäû àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèè è òåîðèè ñèìïëèöèàëüíûõ
êîìïëåêñîâ.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîãî ïîëÿ F ôóíêöèÿ N : SC → Z, çàäàííàÿ ïî ôîðìóëå: N(K) =
\beta_1(K, F) − \beta_2(K, F), ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ôóíêöèåé äûðÿâîñòè.Òåîðåìà 2. Äëÿ
ëþáîãî ïîëÿ F è ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë n3, n4, . . . ôóíêöèÿN : SC → Z, çàäàííàÿ
ïî ôîðìóëåN(K) = \beta_1(K, F) − \beta_2(K, F) + n3\beta_3(K, F) + n4\beta_4(K, F)
+ . . . , ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé äûðÿâîñòè. Ñëåäñòâèå 2. Ìíîæåñòâî ôóíêöèé äûðÿâîñòè
êîíòèíóàëüíî.Òåîðåìà 3. Ëþáûå äâå ôóíêöèè äûðÿâîñòè ñîâïàäàþò íà íå áîëåå ÷åì äâóìåðíûõ
êîìïëåêñàõ

Â íàøåé ðàáîòå áûëè äàíû îòâåòû íà âñå ïîñòàâëåííûå âîïðîñû (íàõîæäåíèå ìîùíîñòè
ìíîæåñòâà ôóíêöèé äûðÿâîñòè, íàõîæäåíèÿ êîìïëåêñà ìèíèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè, äëÿ
êîòîðîãî êîëè÷åñòâî äûðîê íå îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî, èçó÷åíèå âîïðîñà î íîðìàëüíûõ
ôóíêöèÿõ äûðÿâîñòè è ò.ä.).Âî âðåìÿ íàïèñàíèÿ ðàáîòû, ìû ïîíÿëè, ÷òî ÷èñëà Áåòòè íå
óäîâëåòâîðÿþò åñòåñòâåííûì òðåáîâàíèé íà ÷èñëî äûðîê è,÷òî ïîíèìàíèå î êîëè÷åñòâå äûðîê
äîëæíî âêëþ÷àòü îòðèöàòåëüíûå ÷èñëà.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû:

1. Ä.Á. Ôóêñ , À.Ò. Ôîìåíêî. Ãîìîòîïè÷åñêàÿ òîïîëîãèÿ. Ì., (1967).

2. A. Hatcher,Algebraic Topology, Cambridge University Press (2002).



Î ãðàôàõ ñ åäèíñòâåííîñòüþ ãåîäåçè÷åñêèõ èëè àíòèïîäîâ

¾Ìàòåìàòèêà¿
Ãîðîâîé Äìèòðèé Îëåãîâè÷, Çìåéêîâ Äàâèä Þðüåâè÷ (íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü, Docteur es sciences), ìåñòî

âûïîëíåíèÿ ðàáîòû: äîìà

Ïðåäûñòîðèÿ. Â 1962 ãîäó â ñâîåé èçâåñòíîé êíèãå ïî òåîðèè ãðàôîâ íîðâåæñêèé
ìàòåìàòèê Îéñòèí Îðå (Oystein Ore) ïîñòàâèë ñëåäóþùóþ çàäà÷ó: "Ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ
âåðøèíàìè äåðåâà åñòü ðîâíî îäíà ãåîäåçè÷åñêàÿ, íî ñóùåñòâóþò è äðóãèå ñâÿçíûå ãðàôû ñ
òàêèì ñâîéñòâîì. Ïîïðîáóéòå îõàðàêòåðèçîâàòü âñå ýòè ãåîäåçè÷åñêèå ãðàôû.�Â ïðîòèâîâåñ
åäèíñòâåííîñòè ãåîäåçè÷åñêèõ åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò âîïðîñ: â êàêèõ ãðàôàõ ó
êàæäîé âåðøèíû ñóùåñòâóåò ðîâíî îäèí àíòèïîä (ñàìàÿ äàëüíÿÿ îò íåå âåðøèíà). Òàêèå
ãðàôû ìû íàçûâàåì àíòèïîäíûìè.Öåëü. Íàøå èññëåäîâàíèå íàïðàâëåíî íà òî, ÷òîáû
îïèñàòü ãåîäåçè÷åñêèå è àíòèïîäíûå ãðàôû ÿâíûì îáðàçîì, òî åñòü íàéòè èõ êîíñòðóêòèâíóþ
êëàññèôèêàöèþ, êîòîðàÿ ïîçâîëèëà áû èõ ñòðîèòü àëãîðèòìè÷åñêè.Ïðèìåíåíèå. Èçó÷åíèå
ñâÿçåé ìåæäó âåðøèíàìè ãðàôà è íàõîæäåíèå êðèòåðèåâ ñóùåñòâîâàíèÿ êîíôèãóðàöèé ýòèõ
ñâÿçåé ïðåäñòàâëÿþò îñîáûé èíòåðåñ â ìîäåëèðîâàíèå ñåòåé. Â ÷àñòíîñòè, ãåîäåçè÷åñêèå ãðàôû
ïðèìåíÿþòñÿ â ïðîåêòèðîâàíèè êîìïüþòåðíûõ ñèñòåì è ñåòåé.

Âàæíûå ïîíÿòèÿ, ââåäåíèå êîòîðûõ ïîçâîëèëî íàì ïðîäâèíóòüñÿ èçó÷àòü ãåîäåçè÷åñêèå
è àíòèïîäíûå ãðàôû, ÿâëÿþòñÿ äèàãîíàëü öèêëà (ïóòü, ñîåäèíÿþùèé äâå âåðøèíû öèêëà è
äåëÿùèé åãî íà äâà ÷àñòè áîëüøåé äëèíû) è îïîðíîå äåðåâî ãðàôà (îñòîâíîå äåðåâî ãðàôà,
òàêîå ÷òî ðàññòîÿíèå îò åãî êîðíÿ äî ëþáîé âåðøèíû â äåðåâå ðàâíî ðàññòîÿíèþ ìåæäó ýòèìè
âåðøèíàìè â ñàìîì ãðàôå).

Â äàííîé ñòàòüå, ìû â ÷àñòíîñòè ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå: àëãîðèòìû ïîëèíîìèàëüíîé
ñëîæíîñòè O(n^3) ïðîâåðêè ãðàôà íà ïðåäìåò ãåîäåçè÷íîñòè èëè àíòèïîäíîñòè; ðàçëè÷íûå
ñåìåéñòâà ãåîäåçè÷åñêèõ è àíòèïîäíûõ ãðàôîâ; êðèòåðèé ãåîäåçè÷íîñòè ãðàôîâ ñ íåêîòîðûì
óñëîâèåì íà åãî îïîðíîå äåðåâà; êðèòåðèé àíòèïîäíîñòè äåðåâà; íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ
ãåîäåçè÷íîñòè ãàìèëüòîíîâà ãðàôà; êàê ïðèñâîèòü ïîëîæèòåëüíûå âåñà ïðîèçâîëüíîìó ãðàôó
òàê, ÷òîáû îí ñòàë îäíîâðåìåííî ãåîäåçè÷åñêèì è àíòèïîäíûì.

Â ðàáîòå áûë ïîëó÷åí êðèòåðèé ãåîäåçè÷íîñòè ãðàôîâ ñ íåêîòîðûì óñëîâèåì íà åãî îïîðíîå
äåðåâà. Îñíîâíûì íàïðàâëåíèåì íà äàííûé ìîìåíò ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèå äàííîãî êðèòåðèÿ íà
âñåâîçìîæíûå îïîðíûå äåðåâüÿ, à òàêæå èçó÷åíèå ëîêàëüíî-ãëîáàëüíîé ñâÿçè.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû:

1. Oystein Ore, Theory of Graphs, American Mathematical Society, 1962.

2. Joel G. Stemple and Mark E. Watkins, On Planar Geodetic Graphs, 1968.

3. C E. Frasser, k-Geodetic graphs and their application to the topological design of computer networks
(1999).



Ìèàìåòðû

¾Ìàòåìàòèêà¿
Äîéíèêîâà Åêàòåðèíà Àëåêñååâíà, Çîëîòîâ Áîðèñ Àëåêñååâè÷ (íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü, Ïðåïîäàâàòåëü ËÍÌÎ),

ìåñòî âûïîëíåíèÿ ðàáîòû: Â øêîëå

Ñóùåñòâóåò ìíîãî ðàçëè÷íûõ õàðàêòåðèñòèê ôèãóð íà ïëîñêîñòè, òàêèõ êàê äèàìåòð è
ïëîùàäü, íî ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ñðåäè íèõ íåò íè îäíîé ïðîñòîé è õîðîøî èçó÷åííîé
õàðàêòåðèñòèêè, êîòîðàÿ ìîãëà áû îòëè÷èòü øèðîêèå è äëèííûå ôèãóðû îò ôèãóð, êîòîðûå
òàêèìè íå ÿâëÿþòñÿ. Ïîýòîìó ÿ èçó÷èëà íîâóþ õàðàêòåðèñòèêó ôèãóð íà ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ
íàçûâàåòñÿ ìèàìåòð. Ìèàìåòð ôèãóðû M � ýòî íàèáîëüøåå ÷èñëî d òàêîå, ÷òî ÷åðåç êàæäóþ
òî÷êó ìíîæåñòâà M ïðîõîäÿò äâà ïåðïåíäèêóëÿðíûõ îòðåçêà, äëèíà êàæäîãî èç êîòîðûõ íå
ìåíüøå d è êîòîðûå öåëèêîì ëåæàò â M. Òàêæå áûëè ââåäåíû âñïîìîãàòåëüíûå îïðåäåëåíèÿ:
áèàìåòð è ìíîæåñòâî Rt � íàèáîëüøåå ïîäìíîæåñòâî M ñ äàííûì ìèàìåòðîì.. Çàäà÷åé áûëî
èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ ýòèõ õàðàêòåðèñòèê.

Ìíîþ áûëè èñïîëüçîâàíû â îñíîâíîì ýëåìåíòàðíûå ãåîìåòðè÷åñêèå òåõíèêè, èç íèõ
ìîæíî îòìåòèòü ïðèíöèï êðàéíåãî â ãåîìåòðèè, èñïîëüçîâàíèå ñèììåòðèè, òðèãîíîìåòðè÷åñêèå
ôóíêöèè.

Íàéäåíû ìèàìåòðû ïðîñòåéøèõ ôèãóð òàêèõ êàê: êâàäðàò, ïðÿìîóãîëüíèê, òðåóãîëüíèê è
êðóã. Èññëåäîâàíû íåêîòîðûå ñâîéñòâà ìèàìåòðà. Ââåäåíî ìíîæåñòâî Rt, äîêàçàíà òåîðåìà
äëÿ íåãî è èññëåäîâàíî R1 äëÿ òðàïåöèè. Ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ìèàìåòðà äëÿ ïðàâèëüíûõ
è ïîëóïðàâèëüíûõ 2n-óãîëüíèêîâ. Èññëåäîâàíû ñâîéñòâà áèàìåòðà.

ß èññëåäîâàëà íîâóþ õàðàêòåðèñòèêó ôèãóð íà ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ìèàìåòð.
Ýòó õàðàêòåðèñòèêó ñðàâíèòåëüíî ïðîñòî ïîñ÷èòàòü, ïîýòîìó îíà ïîëåçíà� â ÷àñòíîñòè, ìîæåò
ïðèìåíÿòüñÿ â êàðòîãðàôèè. Âîçìîæíî ïðîäîëæåíèå èññëåäîâàíèå, òàê êàê åù¼ ìîæíî èçó÷èòü
òåîðåòè÷åñêîå ïîñòðîåíèå ìíîæåñòâ Rt è âû÷èñëåíèå ìèàìåòðà äëÿ äðóãèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ
ôèãóð. Òàêæå âîçìîæíî ñîçäàíèå ïðîãðàììû, êîòîðàÿ ñàìà âû÷èñëÿåò ìèàìåòðû ðàçëè÷íûõ
ôèãóð.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû:

1. Á.À. Çîëîòîâ, Ä.Ã. Øòóêåíáåðã "Ìàòåìàòèêà ÍÎÍ-ÑÒÎÏ 2019" 2019 ãîä



Ïåðñèñòåíòíûå ãîìîëîãèè è àíàëèç ãèñòîëîãè÷åñêèõ äàííûõ

¾Ìàòåìàòèêà¿
Êàäàíöåâ Ãåîðãèé Âëàäèìèðîâè÷, Ñèíèöûí Àëåêñàíäð Àëåêñàíäðîâè÷, Èâàíîâ Ñåðãåé Îëåãîâè÷ (íàó÷íûé

ðóêîâîäèòåëü, ñòàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê), ìåñòî âûïîëíåíèÿ ðàáîòû: â øêîëå

Â îáû÷íîì ïðîöåññå äèàãíîñòèêè ïàòîëîã àíàëèçèðóåò êóñî÷êè òêàíè ïîä ìèêðîñêîïîì è
èùåò îïðåäåëåííûå ñâîéñòâà ñòðîåíèÿ êëåòîê è òî, êàê îíè âàðüèðóþòñÿ. Îäíàêî ýòî ìîæåò
áûòü ñëîæíî ïðè áîëüøîé òðóäîâîé íàãðóçêå, ïîýòîìó ñ íåäàâíåãî âðåìåíè âíèìàíèå îñîáåííîå
îáðàùåíî íà êîìïüþòåðíûå ìåòîäû àíàëèçà ãèñòîëîãè÷åñêèõ äàííûõ (öèôðîâûõ êîïèé
ïðåïàðàòîâ â ñâåðõ-âûñîêîì ðàçðåøåíèè).Ïðè èññëåäîâàíèè áîëüøîå ïî ðàçìåðó èçîáðàæåíèå
òêàíè (Whole-Slide-Image, öèôðîâàÿ êîïèÿ âñåãî ïðåïàðàòà) ðàçðåçàåòñÿ íà ïàò÷è � ìàëåíüêèå
êóñî÷êè èñõîäíîãî èçîáðàæåíèÿ. Îñíîâíîé õàðàêòåðèñòèêîé èçîáðàæåíèÿ äëÿ íàñ ÿâëÿåòñÿ
ïåðñèñòåíòíàÿ ýíòðîïèÿ èçîáðàæåíèÿ. Íàøà öåëü � ïîêàçàòü, ÷òî ïåðñèñòåíòíàÿ ýíòðîïèÿ
ìîæåò áûòü ïîëåçíà â äèàãíîñòèêå ðàêà.

Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òîïîëîãè÷åñêîãî àíàëèçà äàííûõ: ïåðñèñòåíòíûå
ìîäóëè, èíòåðâàëüíûå ìîäóëè, ïåðñèñòåíòíûå ñèìïëèöèàëüíûå ãîìîëîãèè [1]. Ìû ïîëüçóåìñÿ
ïîíÿòèåì ïåðñèñòåíòíîé ýíòðîïèè, ââåäåííîé â [2].Íàìè ïðåäëàãàåòñÿ îðèãèíàëüíûé àëãîðèòì
ïîäñ÷¼òà ïåðñèñòåíòíîé íóëåâîé ãîìîëîãèè.

Ìû îáíàðóæèëè, ÷òî äëÿ ðàçëè÷èÿ çäîðîâûõ òêàíåé è çàðàæåííûõ ðàêîì íàèáîëåå ïîëåçíà
ýíòðîïèÿ íóëåâîé ïåðñèñòåíòíîé ãîìîëîãèè èçîáðàæåíèÿ ïî êàíàëó ýîçèíà. Âèäíî, ÷òî ñðåäíåå
àðèôìåòè÷åñêîå çíà÷åíèå ýíòðîïèè ðàçëè÷àåòñÿ: ó çäîðîâûõ n = 8.51, â òî âðåìÿ êàê ñðåäíåå
çíà÷åíèå ýíòðîïèè èçîáðàæåíèé ðàêà �- t = 8.96 (ñ áëèçêèìè çíà÷åíèÿìè äèñïåðñèè). Ýòîò
ðåçóëüòàò óæå ïîçâîëÿåò ðåøàòü ñ çàäà÷ó êëàññèôèêàöèè ñ îïðåäåëåííîé òî÷íîñòüþ, íî òàêæå
ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí â äàëüíåéøèõ ðàçðàáîòêàõ.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå íàáëþäåíèå: ñðåäíåå çíà÷åíèå ïåðñèñòåíòíîé
ýíòðîïèè çäîðîâûõ îáðàçöîâ òêàíè è áîëüíûõ ðàêîì çàìåòíî îòëè÷àþòñÿ. Äàííîå íàáëþäåíèå
ìîæåò ñòàòü îñíîâîé íîâîãî àëãîðèòìà äèàãíîñòèêè êîëîðåêòàëüíîãî ðàêà. Êðîìå ýíòðîïèè,
â íàøèõ ïëàíàõ èçó÷èòü äðóãèå õàðàêòåðèñòèêè ïåðñèñòåíòíûõ ãîìîëîãèé èçîáðàæåíèé, à òàê
æå ðàçðàáîòàòü äðóãèå ìåòîäû ïîëó÷åíèÿ ôèëüòðîâàííîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà èç
èçîáðàæåíèÿ.
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Î ïîëèíîìàõ âòîðîé ñòåïåíè â òåîðèè äåëèìîñòè è íå òîëüêî
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âûïîëíåíèÿ ðàáîòû: Äîìà

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíî ðåøåíèå è èçó÷åíèå òåîðèè çàäà÷è Ðåñïóáëèêàíñêîãî Òóðíèðà
Þíûõ Ìàòåìàòèêîâ (ã. Ìèíñê).Â óñëîâèÿõ çàäà÷è äàíî, ÷òî åñòü ìëàäøèé äåëèòåëü ÷èñëà
N(áîëüøèé èëè ðàâíûé) 2, îòëè÷íûé îò 1, êîòîðûé ìû áóäåì íàçûâàòü d(N). È åñòü ñòàðøèé
äåëèòåëü ÷èñëà N, îòëè÷íûé îò ñàìîãî ÷èñëà N, êîòîðûé ìû áóäåì íàçûâàòü D(N) Íàïðèìåð,
d(4) = D(4) = 2, d(5) = 5, D(5) = 1, d(6) = 2, D(6) = 3. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ìû äîëæíû
ðàçîáðàòü ïóíêòû äàííîé çàäà÷è.Êðîìå ðåøåíèÿ èñõîäíîé ïîñòàíîâêè ìû ñòàâèëè ïåðåä
ñîáîé è äðóãèå öåëè:1. Ñâÿçàòü òåîðèþ äàííîé çàäà÷è ñ ðåàëüíûìè ïðîáëåìàìè íàó÷íîãî
îáùåñòâà( íå òîëüêî ìàòåìàòèêîâ).2. Ñâÿçàòü ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è ñ ðåàëüíûìè ïðîáëåìàìè
íàó÷íîãî îáùåñòâà.3.Äîêàçàòü çíà÷èìîñòü ïðîäåëàííîé ðàáîòû îïèñàíèåì ýêñïåðèìåíòàëüíîãî
ïðèìåíåíèÿ äàííîé ðàáîòûÎêàçàëîñü, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è íàì ïðèãîäèòñÿ òåîðèÿ
êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé, èçó÷åíèå êîòîðîé ïðèâîäèò íàñ ê âåðíîìó îòâåòó. Ïîìèìî èçó÷åíèÿ
òåîðèè êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé íàì ïðèãîäèëàñü òåîðèÿ äåëèìîñòè. Ìû òàêæå ïðåäñòàâèëè
ñâîè îáîáùåíèÿ ê äàííîé çàäà÷å è èññëåäîâàëè òåîðèþ êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé â áîëåå øèðîêîì
ñìûñëå, ïîñòàðàëèñü íàéòè ïðèìåíåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Äëÿ ïóíêòà îäèí ìû èñïîëüçóåì èçâåñòíûå íàì ñâîéñòâà òåîðèè äåëèìîñòè. Âòîðîé è
òðåòèé ïóíêòû ðåøàëèñü ïðè ïîìîùè êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé. Äëÿ âèçóàëèçàöèè è óïðîùåíèÿ
ðåøåíèÿ áûëà òàê æå íàïèñàíà ïðîãðàììà äëÿ ïóíêòà äâà è òðè. ×åòâåðòûé ïóíêò ðåøàåòñÿ
ïðè ïîìîùè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé è âûâåäåíèÿ ôîðìóë.

Íàø àëãîðèòì è ñîçäàííàÿ ïðîãðàììà ïî äàííîìó àëãîðèòìó ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ãðàôèê
êâàäðàòíîé ôóíêöèè, èìåþùåé êîðíè d(N) è D(N) íå òîëüêî áåç ïîèñêà ñàìîãî ÷èñëà N, íî è
áûñòðåå, ÷åì ýòîò ïîèñê

Êâàäðàòíûå óðàâíåíèÿ î÷åíü õîðîøî ïðèìåíÿþòñÿ ïðè ðàñ÷åòå òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ
ïëàíåò. Õîðîøî êâàäðàòíûå óðàâíåíèÿ ó÷àñòâóþò â çàäà÷àõ íà ñîïðîòèâëåíèå ìàòåðèàëîâ,
÷òî ïðèìåíÿåòñÿ â ìàøèíîñòðîåíèè è àðõèòåêòóðå. Èñïîëüçóÿ, ñîñòàâëåííûé àëãîðèòì, ìû
ìîæåì óïðîñòèòü ñëîæíûå âû÷èñëåíèÿ êîðíåé óðàâíåíèÿ. Ìîæíî ïîïûòàòüñÿ íàïðÿìóþ
ñâÿçàòü êâàäðàòíûå óðàâíåíèÿ è, ê ïðèìåðó, òåîðèþ ñîïðîòèâëåíèÿ ìàòåðèàëîâ, ïðè ïîìîùè,
âûÿâëåííûõ äàííûõ.
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Î ôèíèòíîé îòäåëèìîñòè êâàäðàòè÷íûõ ðàñøèðåíèé
ìîíîãåííûõ êîëåö ïðîñòîé õàðàêòåðèñòèêè
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âûïîëíåíèÿ ðàáîòû: äîìà

Çàäà÷à îïèñàíèÿ ôèíèòíî îòäåëèìûõ êîëåö áûëà ñôîðìóëèðîâàíà àêàäåìèêîì À.È.
Ìàëüöåâûì â ðàáîòå 1958 ã., â ñâÿçè ñ ðàçíîãî ðîäà ïðèëîæåíèÿìè äëÿ ðåøåíèÿ
àëãîðèòìè÷åñêèõ ïðîáëåì.Êàê ïîêàçûâàþò èññëåäîâàíèÿ ïîñëåäíåãî âðåìåíè, îïèñàíèå
ôèíèòíî îòäåëèìûõ êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ êîììóòàòèâíûõ êîëåö ñâîäèòñÿ ê îïèñàíèþ êîëåö
ïðîñòîé õàðàêòåðèñòèêè , ÿâëÿþùèõñÿ öåëûìè ðàñøèðåíèÿìè ëþáîãî ñâîåãî áåñêîíå÷íîãî
ìîíîãåííîãî ïîäêîëüöà. Ñðåäè ïîäîáíûõ êîëåö âàæíóþ ðîëü èãðàþò èãðàþò êâàäðàòè÷íûå
ðàñøèðåíèÿ ìîíîãåííûõ êîëåö. Îäíîé èç îòêðûòûõ ïðîáëåì â ýòîé òåìàòèêå áûëà ïðîáëåìà
îïèñàíèÿ ôèíèòíî îòäåëèìûõ êâàäðàòè÷íûõ ðàñøèðåíèé. Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è îòêðûâàåò ïóòü
äëÿ îáùåãî ðåøåíèÿ.Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ:Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà A íàçûâàåòñÿ ôèíèòíî
îòäåëèìîé, åñëè äëÿ ëþáîãî åå ýëåìåíòà a è äëÿ ëþáîé ïîäñèñòåìû A' òàêîé, ÷òî a íå èç A'
, ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ñèñòåìà F è ãîìîìîôèçì \phi:A->F òàêîé, ÷òî \phi(a)íå èç \phi(A').
Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà A íàçûâàåòñÿ ôèíèòíî àïïðîêñèìèðóåìîé, åñëè äëÿ ëþáûõ åå äâóõ
ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ a,b ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ñèñòåìà F è ãîìîìîôèçì \phi:A->F òàêîé, ÷òî
\phi(a) íå ñîâïàäàåò ñ \phi(b).

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåçóëüòàòà è åãî ïðèëîæåíèé àâòîð ïðèìåíèë êðèòåðèè ôèíèòíîé
îòäåëèìîñòè êîëåö èç ïîñëåäíåé ðàáîòû Ñ.Êóáëàíîâñêîãî (2019), à òàêæå òåîðåìû À.Ìàëüöåâà
(1958)(îá àëãîðèòìè÷åñêîé ðàçðåøèìîñòè ïðîáëåìû âõîæäåíèÿ äëÿ ôèíèòíî îòäåëèìûõ êîëåö)
è òåîåìû M. Orzech, L. Ribes (1970) (î ôèíèòíîé àïïðîêñèìèðóåìîñòè êîíå÷íîïîðîæäåííûõ
êîììóòàòèâíûõ êîëåö)

Áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:Òåîðåìà. Êîëüöî Z_2<a,b| a^2+g(b)=0>, ãäå
g(x) � ìíîãî÷ëåí áåç ñâîáîäíîãî ÷ëåíà èç êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ Z_2[x], ÿâëÿåòñÿ ôèíèòíî
îòäåëèìûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà \phi(x)�íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí, â ñîñòàâ êîòîðîãî âõîäèò
îäíî÷ëåí íå÷åòíîé ñòåïåíè.Òåîðåìà.Êîëüöî Z_2<a,b| a^2+ab+g(b)=0>, ãäå g(x) � ìíîãî÷ëåí
áåç ñâîáîäíîãî ÷ëåíà èç êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ Z_2[x], áóäåò ôèíèòíî îòäåëèìûì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ñòåïåíü g(x) áîëüøå 1.

Â ôèíèòíî îòäåëèìûõ êîíå÷íî-îïðåäåëåííûõ ñèñòåìàõ àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìà ïðîáëåìà
âõîæäåíèÿ â ïîäñèñòåìó (èç ðàáîòû [1]).Îäíèì èç ïðèëîæåíèé ðåçóëüòàòîâ ÿâëÿåòñÿ
âîçìîæíîñòü àëãîðèòìè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ïðîáëåìû âõîæäåíèÿ ýëåìåíòà â ïîäêîëüöî äëÿ
ôèíèòíî îòäåëèìûõ êîëåö èç òåîðåì 1 è 2. À ýòî íåòðèâèàëüíàÿ äèîôàíòîâà çàäà÷à â êîëüöå
ìíîãî÷ëåíîâ ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ðàçâèòèåì òåìû ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèå òåîðåì íà ñëó÷àé
õàðàêòåðèñòèêè áîëüøåé 2
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Êîìáèíàòîðèêà ìèãàþùèõ ëàìïî÷åê â ñèììåòðè÷åñêèõ
ãðóïïàõ
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Ñòóäåíò 1 êóðñà), ìåñòî âûïîëíåíèÿ ðàáîòû: Â øêîëå

Ðàññìîòðèì ñêðó÷åííîå ïðîèçâåäåíèå êîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïû è êîíå÷íîé
ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû. Òðåáóåòñÿ îïèñàòü êëàññû ñîïðÿæåííîñòè â ïîëó÷åííûõ ãðóïïàõ,
à òàêæå íàéòè äëÿ íèõ êàêîå-íèáóäü êîìáèíàòîðíîå îïèñàíèå.

Â íàøåé ðàáîòå ìû ðàçðàáîòàëè ìåòîä äëÿ îïèñàíèÿ êëàññîâ ñîïðÿæåííîñòè â ãðóïïàõ
ìèãàþùèõ ëàìïî÷åê, îñíîâàííûé íà óæå èçâåñòíîì îïèñàíèè êëàññîâ ñîïðÿæåííîñòè
â ñèììåòðè÷åñêèõ ãðóïïàõ. Ìåòîä çàêëþ÷àåòñÿ îáîáùåíèÿ ïîíÿòèÿ öèêëåííîãî òèïà
ïåðåñòàíîâêè.

Áûëî äàíî îïèñàíèå êëàññîâ ñîïðÿæåííîñòè â ãðóïïå ìèãàþùèõ ëàìïî÷åê íà
ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïå â òåðìèíàõ äèàãðàìì Þíãà.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû îáîáùàþò èçâåñòíîå êîìáèíàòîðíîå îïèñàíèå êëàññîâ
ñîïðÿæåííîñòè äëÿ ñèììåòðè÷åñêèõ ãðóïï.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû:

1. Adalbert Kerber - Representations of Permutation Groups, 1971



Îáîáùåííàÿ çàäà÷à î ôåðçÿõ íà êâàäðàòíîé è òðåóãîëüíîé
äîñêå

¾Ìàòåìàòèêà¿
Ïîäìàñêî Àðò¼ì Âèêòîðîâè÷, Çìåéêîâ Äàâèä Þðüåâè÷ (íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü, Docteur es sciences), ìåñòî

âûïîëíåíèÿ ðàáîòû: Äîìà

Çàäà÷à î ðàñïîëîæåíèè n íå áüþùèõ äðóã äðóãà ôåðçåé íà äîñêå n x n ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì
çàäà÷è î âîñüìè ôåðçÿõ íà øàõìàòíîé äîñêå, êîòîðàÿ áûëà âïåðâûå ïîñòàâëåíà íåìåöêèì
øàõìàòèñòîì Ì. Áåççåëåì â 1848 ãîäó. Ñ òåõ ïîð îíà áûëà î÷åíü ïîïóëÿðíà, îáøèðíî èçó÷åíà è
ïîëó÷èëà íåìàëî ïðèëîæåíèé (â ÷àñòíîñòè äëÿ ïàðàëëåëüíîãî õðàíåíèÿ äàííûõ, â óïðàâëåíèè
äâèæåíèÿ è VLSI òåñòèðîâàíèè).Â äàííîé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì äàëüíåéøèå îáîáùåíèÿ
çàäà÷è î ôåðçÿõ, à èìåííî îòâå÷àåì íà ñëåäóþùèå äâà âîïðîñà:Ïóñòü n è k � íàòóðàëüíûå ÷èñëà,
ïðè÷åì n ≥ k. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî ôåðçåé ìîæíî ðàññòàâèòü íà äîñêå n x n òàê, ÷òîáû â
ëþáîé ñòðîêå, ñòîëáöå è äèàãîíàëè áûëî íå áîëåå k ôåðçåé? Çäåñü èìåþòñÿ â âèäó âñå äèàãîíàëè
� ãëàâíûå è ìàëûå � âñåãî èõ 4n - 2 ïðè n > 1.Àíàëîãè÷íûé âîïðîñ äëÿ òðåóãîëüíîé äîñêè n x n
x n.Ðàññòàíîâêó ôåðçåé íà äîñêå n x n ìû áóäåì íàçûâàòü k-àðíîé, åñëè â ëþáîé ñòðîêå, ñòîëáöå
è äèàãîíàëè ñòîèò íå áîëåå k ôåðçåé. ×åðåç Q(k, n) îáîçíà÷èì íàèáîëüøåå âîçìîæíîå ÷èñëî
ôåðçåé â k-àðíîé ðàññòàíîâêå íà äîñêå n x n.Ñïëîøíàÿ ïî ãîðèçîíòàëè ðàññòàíîâêà � ýòî òàêàÿ
ðàññòàíîâêà, ÷òî â êàæäîé ñòðîêå äîñêè ôåðçè èäóò îäèí çà äðóãèì ñëåâà íàïðàâî, ïðè ýòîì
ðàçðåøàåòñÿ ïåðåõîä ñ êðàéíåé ïðàâîé êëåòêè íà êðàéíþþ ëåâóþ. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ
ñïëîøíàÿ ïî âåðòèêàëè ðàññòàíîâêà.

Êîìáèíàòîðíûå ìåòîäû,Ñèñòåìà êîîðäèíàò,Ìîäóëÿðíàÿ àðèôìåòèêà

Íàéäåíû òî÷íûå ôîðìóëû äëÿ îáîáùåííîé çàäà÷ó î ôåðçÿõ íà êâàäðàòíîé è òðåóãîëüíîé
äîñêàõ. À òàêæå ïîñòðîåíû ñïëîøíûå öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûå ðàññòàíîâêè.

Ïðèìåíåíèå ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèÿ â ðåøåíèè ãèïîòåçû Ìîöêèíà.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû:

1. Jordan Bell, Brett Stevens, "A survey of known results and research areas for n-queens"

2. M.H.Le, W.Li, E.T.Wang, "A generalization of the n-queen problem"

3. W. S. Qiu, "The n queens problem"

4. G. Nivasch, E. Lev, "Nonattacking queens on a triangle"



Ñèììåòðèè ôðàêòàëà Ñåðïèíñêîãî

¾Ìàòåìàòèêà¿
Áóõàðîâ Ìàðê Àëåêñååâè÷, Ìàãäèåâ Ðóñëàí Òèìóðîâè÷ (íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü, Ñòóäåíò ïåðâîãî êóðñà), ìåñòî

âûïîëíåíèÿ ðàáîòû: Â øêîëå

Ïîðîäèì ïîäãðóïïó â ãðóïïå àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè òðåìÿ
îòîáðàæåíèÿìè: ñäâèãàìè âäîëü ñòîðîí ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà è ãîìîòåòèåé ñ
êîýôôèöèåíòîì 1/2. Ñ ýòîé ãðóïïîé ñâÿçàí íåêîòîðîé ôðàêòàë, ñèììåòðèè êîòîðîãî è òðåáóþò
èçó÷åíèÿ.

Äëÿ èçó÷åíèÿ ãðóïïû ìû íàøëè å¼ ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå. Êðîìå òîãî, ìû èñïîëüçîâàëè
ãðàô Êýëè ýòîé ãðóïïû äëÿ ïîèñêà çàêîíîìåðíîñòåé.

Èçó÷àåìàÿ ãðóïïà îêàçàëàñü HNN-ðàñøèðåíèåì ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïû ðàíãà 2. Ìû
äîêàçàëè, ÷òî îíà ðàçðåøèìà, íî íå íèëüïîòåíòíà, à òàêæå íàøëè äëÿ å¼ ýëåìåíòîâ íîðìàëüíóþ
ôîðìó.

Ïîëó÷åííàÿ ãðóïïà î÷åíü íàïîìèíàåò ãðóïïû Áàóìñëàãà-Ñîëèòåðà. Â áóäóùåì õîòåëîñü áû
ïîäðîáíåå èçó÷èòü ôåíîìåí âîçíèêíîâåíèÿ HNN-ðàñøèðåíèé â òåîðèè ñèììåòðèé ôðàêòàëîâ.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû:

1. Clay, M., Margalit, D. (Eds.), O�ce Hours with a Geometric Group Theorist, Princeton University
Press, 2017



Àâòîìîðôèçìû 3-ðåãóëÿðíîãî äåðåâà

¾Ìàòåìàòèêà¿
Ïóïûøåâ Ìàòâåé Äìèòðèåâè÷, Ìàãäèåâ Ðóñëàí Òèìóðîâè÷ (íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü, Còóäåíò ïåðâîãî êóðñà),

ìåñòî âûïîëíåíèÿ ðàáîòû: Â øêîëå

Ðàññìîòðèì êîíòèíóàëüíóþ ãðóïïó âñåõ àâòîìîðôèçìîâ ãðàôà, ÿâëÿþùåãîñÿ 3-ðåãóëÿðíûì
äåðåâîì. Ðàññìîòðèì òå àâòîìîðôèçìû, êîòîðûå ñîõðàíÿþò ôèêñèðîâàííûé ïîðÿäîê îáõîäà
ñìåæíûõ ê âåðøèíàì ð¼á¼ð. Òàêèå àâòîìîðôèçìû îáðàçóþò ñ÷¼òíóþ ïîäãðóïïó. Íàøà öåëü �
äàòü îïèñàíèå äëÿ ýòîé ïîäãðóïïû.

Ìû äà¼ì êëàññèôèêàöèþ âñåõ àâòîìîðôèçìîâ, à çàòåì îãðàíè÷èâàåì å¼ íà èçó÷àåìóþ
ïîäãðóïïó. Äëÿ îïèñàíèå ïîäãðóïïû ìû èñïîëüçóåì òåõíèêè òåîðèè ãðóïï.

Áûëà äàíà êëàññèôèêàöèÿ ñîõðàíÿþùèõ ïîðÿäîê îáõîäà àâòîìîðôèçìîâ: êàæäûé
àâòîìîðôèçì ëèáî ñîõðàíÿåò âåðøèíó, ëèáî ñîõðàíÿåò ðåáðî, ëèáî ÿâëÿåòñÿ �ñäâèãîì� âäîëü
ãðàíèöû íåêîòîðîé êîìïîíåíòû äîïîëíåíèÿ ãðàôà äî ïëîñêîñòè.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò íàéòè êîíå÷íîå ïîðîæäàþùåå ìíîæåñòâî äëÿ ïîäãðóïïû
ñîõðàíÿþùèõ ïîðÿäîê îáõîäà àâòîìîðôèçìîâ.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû:

1. Clay, M., Margalit, D. (Eds.), O�ce Hours with a Geometric Group Theorist, Princeton University
Press, 2017



Íåñóðàçíàÿ òðàíñïîðòèðîâêà

¾Ìàòåìàòèêà¿
Áóêàòî Êèðèëë Âàëåðüåâè÷, Áåëåøåâà Àííà Ðîìàíîâíà (íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü, Ñòóäåíòêà ÔÏÌÈ ÁÃÓ), ìåñòî

âûïîëíåíèÿ ðàáîòû: Äîìà

Ðàññìîòðèì ãîðîä N. Ñõåìà ãîðîäà- ýòî ãðàô, â êîòîðîì ðåáðà ñèìâîëèçèðóþò óëèöû, à
âåðøèíû- ïåðåêðåñòêè óëèö. Ïóñòü â âåðøèíàõ ðàñïîëîæåíû æèòåëè, êîòîðûì íóæíî êàê
ìîæíî áûñòðåå ïîïàñòü â îïðåäåëåííûå ÷àñòè ãîðîäà. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â
êàæäîé âåðøèíå ðàñïîëîæåíî ïî îäíîìó ÷åëîâåêó, ïðè÷åì â îäíîé âåðøèíå â îäíó è òó æå
ìèíóòó ìîæåò íàõîäèòüñÿ íå áîëåå îäíîãî ÷åëîâåêà. Ïðîíóìåðóåì æèòåëåé ÷èñëàìè îò 1 äî
n. Çà îäíó ìèíóòó æèòåëÿì ðàçðåøàåòñÿ ëèáî îñòàòüñÿ â òåêóùåé âåðøèíå, ëèáî ïåðåéòè â
ñîñåäíþþ âåðøèíó. Òåì ñàìûì, êàæäóþ ìèíóòó ëþäè â âåðøèíàõ ïåðåñòàâëÿþòñÿ, òàê ÷òî ìû
ïîëó÷àåì îäíó èç n! Âîçìîæíûõ ïåðåñòàíîâîê ìíîæåñòâà ëþäåé. Ïîëó÷àþùèåñÿ ïî òàêîìó
ïðàâèëó ïåðåñòàíîâêè ìû áóäåì ñ÷èòàòü ðàçðåøåííûìè, à îñòàëüíûå çàïðåùåííûìè. Öåëü �
íàéòè òå ñõåìû ãîðîäîâ, â êîòîðûõ æèòåëÿì áûëà áû äîñòóïíà âîçìîæíîñòü ïåðåìåùàòüñÿ
ìåæäó âåðøèíàìè ê íóæíûì èì öåëÿì íàèáîëåå áûñòðûì ñïîñîáîì. À èìåííî, ïî ñàìûì
ýôôåêòèâíûì àëãîðèòìàì, êîòîðûå æèòåëè ïðîêðó÷èâàþò â ñâîåé ãîëîâå è îáìåíèâàþòñÿ
äðóã ñ äðóãîì. Â íàøåì ñëó÷àå àëãîðèòì - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçðåøåííûõ ïåðåñòàíîâîê.
Â ïðîöåññå èññëåäîâàíèÿ, äëÿ îòäåëüíûõ ñëó÷àåâ äîáàâëÿþòñÿ äðóãèå óñëîâèÿ. Ðàññìîòðåíû
òàêèå íàïðàâëåíèÿ êàê: 1) Ãðàôû áåç öèêëîâ 2) Ãðàôû ñ öèêëàìè 3)Íåïðåðûâíîå ïåðåìåùåíèå
4) Ãðàôû êàðêàñû Qn ìåðíûõ êóáîâ

Îñîáûõ îáùèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è èñïîëüçîâàíî íå áûëî, â îñíîâíîì, îòâåò äîñòèãàåòñÿ
ëîãè÷åñêèìè ðàçìûøëåíèÿìè. Îáîðóäîâàíèÿ òàêæå èñïîëüçîâàíî íå áûëî.

Ñôîðìóëèðîâàíû è äîêàçàíû íåñêîëüêî ëåìì. Áûëà ðåøåíà áîëüøàÿ ÷àñòü èñõîäíîé
ïîñòàíîâêè çàäà÷è(1, 2, 3 íàïðàâëåíèå). Áûëî ñôîðìóëèðîâàíî íàïðàâëåíèå ñ Qn ìåðíûìè
êóáàìè, îäíàêî ðåøåíèå ïîêà ïðèäóìàíî íå áûëî. Áûëà ñòðîãî äîêàçàíà îïòèìàëüíîñòü â 1 è 2
íàïðàâëåíèè çàäà÷è, äîêàçàíà îïòèìàëüíîñòü ïåðåìåùåíèé â òåòðàýäðå, îêòàýäðå è êóáå. Íàä
çàäà÷åé âñ¼ åù¼ âåä¼òñÿ èññëåäîâàíèå.

Ñóùåñòâóåò áîëüøîå êîëè÷åñòâî ãðàôîâ, êîòîðûå ìîæíî áûëî áû ðàññìîòðåòü â
èññëåäîâàíèè. Ïðè äàëüíåéøåì ðàçâèòèè íàïðàâëåíèé èññëåäîâàíèÿ, âîçìîæíî íàõîæäåíèå
ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ â îáëàñòÿõ ãîðîäîñòðîåíèÿ, îïòèìèçàöèè ëîãèñòèêè è ïåðåâîçîê.
Òàêæå íà îñíîâå çàäà÷è âîçìîæíî ïðîåêòèðîâàíèå èãðóøåê-ãîëîâîëîìîê, âðîäå "ïÿòíàøåê".

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû:

Íèêàêàÿ ëèòåðàòóðà â ïðîöåññå èññëåäîâàíèÿ íå èñïîëüçîâàëàñü.



Ýôôåêò áàáî÷êè â ãðóïïàõ ëàìïî÷íèêà

¾Ìàòåìàòèêà¿
Êàíþê Âèêòîðèÿ Èãîðåâíà, Ñåìàøêèí Ìèõàèë Ãåîðãèåâè÷, Ìàãäèåâ Ðóñëàí Òèìóðîâè÷ (íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü,

Ñòóäåíò ïåðâîãî êóðñà), ìåñòî âûïîëíåíèÿ ðàáîòû: â øêîëå

Äëÿ ãðóïïû ëàìïî÷íèêà, ïîñòðîåííîé ïî êîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïå, ìû ðàññìàòðèâàåì
ñòàíäàðòíîå ïîðîæäàþùåå ìíîæåñòâî, à òàêæå ìåòðèêó íà ãðóïïå, çàäàííóþ ýòèì
ïîðîæäàþùèì ìíîæåñòâîì. Ðàññìàòðèâàåòñÿ íàèáîëüøåå ðàññòîÿíèåìåæäó ýëåìåíòîì,
çàäàííûì ïðîèçâîëüíûì ñëîâîì â îáðàçóþùèõ, è ýëåìåíòîì, çàäàííûì ñëîâîì, êîòîðîå
ïîëó÷àåòñÿ èç äàííîãî óäàëåíèåì îäíîé áóêâû. Òðåáóåòñÿ íàéòè ïîëó÷àþùååñÿ ÷èñëî.

Çàäà÷à ñâîäèòñÿ íàìè ê ïîèñêó ýëåìåíòà â êëàññàõ ñîïðÿæåííîñòè îáðàçóþùèõ, êîòîðûé
íàõîäèòñÿ íà íàèáîëüøåì ðàññòîÿíèè îò íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà.

Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n äëÿ ãðóïïû ëàìïî÷íèêà, ïîñòðîåííîé ïî öèêëè÷åñêîé ãðóïïå
ïîðÿäêà n, çàäà÷à áûëà ïîëíîñòüþ ðåøåíà.

Â ðàáîòå áûëà èçó÷åíà îäíà ìîäåëü ôîðìàëèçàöèè ïîíÿòèÿ ýôôåêòà áàáî÷êè. Ïëàíèðóåòñÿ
òàêæå èçó÷èòü èäåþ ïîäìåíû â ñëîâå áóêâû íà äðóãóþ áóêâó.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû:

1. S. Cleary, J. Taback, Dead end words in lamplighter groups and other wreath products. Q. J. Math.,
56(2):165�178, 2005.



Äåéñòâèÿ ñèììåòðè÷åñêèõ ãðóïï íà ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòÿõ

¾Ìàòåìàòèêà¿
Êî÷åíþê Àíàòîëèé Åâãåíüåâè÷, Àëåêñååâ Èëüÿ Ñåðãååâè÷ (íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü, ñòóäåíò), ìåñòî âûïîëíåíèÿ

ðàáîòû: â øêîëå

Äåéñòâèÿ êîíå÷íûõ ãðóïï íà ïîâåðõíîñòÿõ - ýòî âàæíàÿ, îáøèðíàÿ è íåìàëî èçó÷åííàÿ òåìà
â òåîðèè ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé. Îíà íàïðÿìóþ ñâÿçàíà ñ ðàçâåòâëåííûìè íàêðûòèÿìè,
òîïîëîãèåé ïîâåðõíîñòåé è àëãåáðàè÷åñêèìè àñïåêòàìè êîíå÷íûõ ãðóïï. Êëþ÷åâóþ ñâÿçü
ìåæäó ãðóïïàìè è ïîâåðõíîñòÿìè óñòàíàâëèâàåò çíàìåíèòàÿ ôîðìóëà Ðèìàíà-Ãóðâèöà. Ñ
å¼ ïîìîùüþ ïîëó÷àåòñÿ ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ äåéñòâèé êîíå÷íûõ ãðóïï íà ðèìàíîâûõ
ïîâåðõíîñòÿõ. Ñðåäè âñåõ äåéñòâèé âûäåëÿþò òàê íàçûâàåìûå âëîæèìûå äåéñòâèÿ - òàêèå,
êîòîðûå ìîãóò áûòü çàäàíû èçîìåòðèÿìè åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîå ïîãðóæåíà
ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü. Òîëüêî öèêëè÷åñêèå, äèýäðàëüíûå ãðóïïû, A_4, A_5 è S_4
ñîîòâåòñòâóþò íåêîòîðûì âëîæèìûì äåéñòâèÿì. Â ïåðâûõ òð¼õ ñëó÷àÿõ áûëà ïîëó÷åíà ÿâíàÿ
êëàññèôèêàöèÿ òàêèõ äåéñòâèé.Öåëü äàííîãî ïðîåêòà � êëàññèôèêàöèÿ äåéñòâèé (â òîì ÷èñëå
âëîæèìûõ) ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû S_4 íà ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòÿõ.

Äëÿ êëàññèôèêàöèè íåîáõîäèìî îïèñàòü òàê íàçûâàåìûå "ïîðîæäàþùèå âåêòîðû" äëÿ S_4.
Ìû êîíñòðóèðóåì âëîæèìûå äåéñòâèÿ è èñïîëüçóåì îáùèå ìåòîäû òåîðèè ãðóïï, à òàêæå
ôîðìóëó Ðèìàíà-Ãóðâèöà.

Ïîëó÷åíà ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ äåéñòâèé ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû S_4 â òåðìèíàõ ñèãíàòóð
äåéñòâèé.

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ïðîäîëæàþò êëàññèôèêàöèþ äåéñòâèé êîíå÷íûõ ïîäãðóïï ãðóïïû SO(3)
íà ïîâåðõíîñòÿõ.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû:
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Àðèôìåòè÷åñêèå ïðîèçâîäíûå â ïîëÿõ ÷àñòíûõ íàä
ôàêòîðèàëüíûìè êîëüöàìè

¾Ìàòåìàòèêà¿
Ãîí÷àðåíêî Àíäðåé Äìèòðèåâè÷, Ìóðàøêî Âÿ÷åñëàâ Èãîðåâè÷ (íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü, Ñòàðøèé ïðåïîäàâàòåëü

êàôåäðû ), ìåñòî âûïîëíåíèÿ ðàáîòû: Â øêîëå

Àðèôìåòè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå ':N→N, óäîâëåòâîðÿþùèå:1. p'=1,
ãäå p � ïðîñòîå;2. (mn)'=m'n+n'm äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ m è n.Âïåðâûå îíà áûëà
óïîìÿíóòà E. J. Barbeau (REMARKS ON AN ARITHMETIC DERIVATIVE, March 21,1961),
íî ñóùåñòâåííûõ ðåçóëüòàòîâ â ýòîì íàïðàâëåíèè ðàíåå ïîëó÷åíî íå áûëî.Ðåøåíèå äàæå
òàêèõ ïðîñòûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êàê x'=2a è x�=1, íåèçâåñòíî è ïðåäñòàâëÿåò
ñóùåñòâåííûå òðóäíîñòè. Â ðàáîòå [2] äîêàçàíî, ÷òî ïåðâîå óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå äëÿ
ëþáîãî a â ñëó÷àå, åñëè âåðíà ãèïîòåçà Ãîëüäáàõà, à âòîðîå óðàâíåíèå èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî
ðåøåíèé, åñëè âåðíà ãèïîòåçà î áåñêîíå÷íîñòè ïðîñòûõ ÷èñåë - áëèçíåöîâ. Äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ âèäà x'=ax+1 ñâÿçàíî ñ ãèïîòåçîé î áåñêîíå÷íîñòè ïðîñòûõ ÷èñåë Äæóãè.Ìíîãî
àâòîðîâ ðàññìàòðèâàþò äàííóþ òåìó äëÿ öåëûõ ÷èñåë, à ìû ðåøàåì äàííûé ïðîáëåìó äëÿ
ïîëÿ ÷àñòíûõ ôàêòîðèàëüíîãî êîëüöà. Ò.å. ðàçâèòèþ ìåòîäîâ ðàáîòû ñ àðèôìåòè÷åñêîé
ïðîèçâîäíîé íàä ïîëÿìè ÷àñòíûõ ôàêòîðèàëüíûõ êîëåö è ïðèìåíåíèþ ýòèõ ìåòîäîâ äëÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷ â òåîðèè ÷èñåë ïîñâÿùàåòñÿ äàííàÿ ðàáîòà.

Ìåòîäû òåîðèè ÷èñåë è àëãåáðû.

Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè âçÿòèå k-îé ïðîèçâîäíîé îò ýëåìåíòà n � íîâûõ ïðîñòûõ
äåëèòåëåé â çíàìåíàòåëå íå ïîÿâèòñÿ, ñòåïåíü ïðîñòûõ äåëèòåëåé çíàìåíàòåëÿ îãðàíè÷åíû.
Ìû íàøëè îãðàíè÷åíèÿ íà äåëèòåëè ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà
â çàâèñèìîñòè îò èñõîäíûõ äàííûõ.Ìû íàøëè íåñêîëüêî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíûõ óðàâíåíèé. Â
÷àñòíîñòè, ìû ïîêàçàëè, ÷òî ðåøåíèÿ âñåõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà è
óðàâíåíèé ëîãàðèôìè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé ñîâïàäàþò.

Èññëåäîâàäè ìåòîäû ðàáîòû ñ àðèôìåòè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé íàä ïîëÿìè ÷àñòíûõ
ôàêòîðèàëüíûõ êîëåö è ïðèìåíåíèþ ýòèõ ìåòîäîâ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ â òåîðèè ÷èñåë.
Äàëüíåéøåå èçó÷åíèå óðàâíåíèé ñ àðèôìåòè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé è èõ ïðèìåíåíèå äëÿ ðåøåíèÿ
îòêðûòûõ ïðîáëåì.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû:
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3. Journal of Integer Sequences, Vol. 6 (2003), Vol. 16 (2013), Vol. 15 (2012).Ïîëíûå ññûëêè â ðàáîòå.



Êîíå÷íûå òîïîëîãè÷åñêèå ïîëÿ
¾Ìàòåìàòèêà¿

Äüÿêîíîâ Àëåêñàíäð Âëàäèìèðîâè÷, Àéâàçÿí Àðøàê Âëàäèìèðîâè÷ (íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü, Ñòóäåíò ÑÏáÃÓ),
ìåñòî âûïîëíåíèÿ ðàáîòû: äîìà

Ãëàâíîé öåëüþ áûëî äàòü êëàññèôèêàöèþ êîíå÷íûì òîïîëîãè÷åñêèì ïîëÿì. È íàø îñíîâíîé
ðåçóëüòàò : òîïîëîãèÿ êîíå÷íîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïîëÿ òðèâèàëüíà. Ýòîò ôàêò ïî ñóùåñòâó
óæå ïîêðûò òåîðåìîé : òîïîëîãèÿ òîïîëîãè÷åñêîãî ïîëÿ ëèáî àíòè-äèñêðåòíà, ëèáî âïîëíå
ðåãóëÿðíà (èç ïåðâîé òåîðåìû äëÿ êîíå÷íîãî ïðîñòðàíñòâà ñëåäóåò äèñêðåñòíîñòü)

Èç îñíîâíûõ ìåòîäîâ âñåé ðàáîòû ìîæíî âûäåëèòü èñïîëüçîâàíèå èçîìîðôíîñòè êàòåãîðèé.
Áëàãîäàðÿ ýòîé èäåå â ðàáîòå è ñòðîèëîñü äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû î êëàññèôèêàöèè
òîïîëîãè÷åñêèõ ïîëåé.

Áûëà óñïåøíî íàéäåíà êëàññèôèêàöèÿ êîíå÷íûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïîëåé, â ðåçóëüòàòå
êîòîðîé âñå êîíå÷íûå ïîëÿ èìåþò ëèøü äâà âèäà òîïîëîãèé: äèñêðåòíóþ è àíòèäèñêðåòíóþ.
Òàêæå èç âàæíûõ ðåçóëüòàòîâ áûëî ïîëó÷åíî ñîîòâåòñòâèå êîíå÷íûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïîëåé è
êîíå÷íûõ ïðåäóïîðÿäî÷åííûõ ïîëåé.

Î÷åâèäíîå îáùåíèå � êëàññèôèêàöèÿ êîíå÷íûõ òîïîëîãè÷åñêèõ êîëåö (èëè õîðîøèõ
êëàññîâ êîëåö). Íî â ñîîòâåòñòâèè ñ èñõîäíîé ìîòèâàöèåé ê çàäà÷å ýòî èññëåäîâàíèå
ïîëíîñòüþ çàâåðøåíî çàâåðøåíî. Ìû èñïîëüçóåì åãî êàê òðàìïëèí äëÿ ïîãðóæåíèÿ
â òåîðèþ òîïîëîãè÷åñêèõ ïîëåé. Âîò îäèí èíòåðåñíûé îòêðûòûé âîïðîñ:(À. Â.
Àðõàíãåëüñêèé). Ñóùåñòâóåò ëè ñ÷åòíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïîëå áåç íåòðèâèàëüíûõ ñõîäÿùèõñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé?

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû:
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Îáîáùåíèå Àëãîðèòìà ×åíà�Õàíà íà ïîð¼áåðíûå ðàçâ¼ðòêè
èç êâàäðàòîâ
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Âàùåíêîâ Àëåêñåé Ìàêñèìîâè÷, Çîëîòîâ Áîðèñ Àëåêñååâè÷ (íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü, Ïðåïîäàâàòåëü ËÍÌÎ), ìåñòî

âûïîëíåíèÿ ðàáîòû: â øêîëå

Äâà êèòàéñêèõ ó÷¼íûõ Jindong Chen è Yijie Han èññëåäîâàëè ðàçâ¼ðòêè èç òðåóãîëüíèêîâ
è ðàçðàáîòàëè îäíîèì¼ííûé àëãîðèòì äëÿ ïîèñêà êðàò÷àéøèõ ïóòåé îò çàäàííîé âåðøèíû äî
îñòàëüíûõ çà êâàäðàòíîå êîëè÷åñòâî âðåìåíè è çà ëèíåéíîå êîëè÷åñòâî ïàìÿòè. Â ñâîåé æå
ðàáîòå ÿ îáîáùàë ýòîò àëãîðèòì íà ñëó÷àé êâàäðàòîâ, à òàêæå èññëåäîâàë åãî ñâîéñòâà è âðåìÿ
ðàáîòû. Â ïðîöåññå èññëåäîâàíèÿ ÿ ïîëüçîâàëñÿ çíàíèÿìè èç òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêè
äëÿ àíàëèçà âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ, àëãåáðû, ãåîìåòðèè è âû÷èñëèòåëüíîé
ãåîìåòðèè, íî â îñíîâíîì ÿ èñïîëüçîâàë îïðåäåëåíèÿ èç âû÷èñëèòåëüíîé ãåîìåòðèè.Îñíîâíîé
çàäà÷åé áûëî îáîáùèòü àëãîðèòì ×åíà-Õàíà íà êâàäðàòû è âïîñëåäñòâèè íà ÷åòûð¼õóãîëüíèêè.

Â ðàáîòå èñïîëüçîâàëèñü áàçîâûå òåõíèêè òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêè äëÿ àíàëèçà
ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ.Òàêæå ìíîé áûëè àêòèâíî èñïîëüçîâàíû ïîíÿòèÿ, âàæíåéøèå ïðè
èññëåäîâàíèè ðàçâ¼ðòîê è ìíîãîãðàííèêîâ: edge-to-edge - òåðìèí äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ðàçâ¼ðòêè,
ãäå êàæäûé êâàäðàò ïðèëåãàåò ê êàæäîìó ïî ð¼áðàì (ïîð¼áåðíàÿ ðàçâ¼ðòêà)One-angle-one-split
- ëåììà äëÿ óâåëè÷åíèÿ ýôôåêòèâíîñòè àëãîðèòìà ×åíà-Õàíà, ÷òîáû íå õðàíèòü íå êðàò÷àéøèå
ïóòè.

Äîêàçàíî óòâåðæäåíèå, ïîçâîëÿþùåå óïðîñòèòü ðàáîòó àëãîðèòìà ×åíà-Õàíà äëÿ êâàäðàòîâ,
óáèðàÿ çàâåäîìî íå êðàò÷àéøèå ïóòè.Áûëî äîêàçàíî ñâîéñòâî, ÷òî òî÷êè, ëåæàùèå íà
êðàò÷àéøåì ïóòè, îáðàçóþò ïðÿìóþ ëèíèþ íà ðàçâ¼ðòêå è èõ êîîðäèíàòû ðàöèîíàëüíûÒàêæå
áûëà äàíà îöåíêà íà êîëè÷åñòâî ïåðåñå÷åíèé êðàò÷àéøèì ïóò¼ì êâàäðàòà â edge-to-edge
ðàçâ¼ðòêå

Ïî èòîãàì äàííîé ðàáîòû àëãîðèòì ×åíà�Õàíà äëÿ ðàçâ¼ðòîê èç êâàäðàòîâ ìîæåò áûòü
ðåàëèçîâàí, ÷òî ïîçâîëèò êëàññèôèöèðîâàòü âñå ðàçâ¼ðòêè èç íèõ.
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